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Ïðåäèñëîâèå

Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ãðàôîâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü êàê çâåíî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ èíæåíåðîâ, ýêîíîìèñòîâ, óïðàâëåíöåâ. Ïðå-
êðàñíî îá ýòîì ñêàçàíî â ïðåäèñëîâèè ê êíèãå Î.Ï. Êóçíåöîâà è Ã.Ì.
Àäåëüñîíà-Âåëüñêîãî �Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ èíæåíåðîâ�:

�Ñðåäè ïðàêòèêîâ î÷åíü ðàñïðîñòðàíåí âçãëÿä íà ìàòåìàòèêó êàê íà
áîëüøîé ñïðàâî÷íèê, êîòîðûé íóæíî óìåòü îòêðûòü íà íóæíîé ñòðàíè-
öå. Èíæåíåðû ëþáÿò ôîðìóëû è ìåòîäû, íî íå ëþáÿò òåîðåì è òåì áî-
ëåå � èõ äîêàçàòåëüñòâ. Ïðè óòèëèòàðíîì ïîäõîäå ê ìàòåìàòèêå çíàíèå
äîêàçàòåëüñòâà íè÷åãî íå äîáàâëÿåò ê çíàíèþ ðåçóëüòàòà: âàæíî çíàòü,
�÷òî� è �çà÷åì�, íî î÷åíü ðåäêî � �êàê� è �ïî÷åìó�. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò
îïðàâäûâàòü ñåáÿ â îáëàñòÿõ ñ äàâíî óñòàíîâèâøèìèñÿ ìîäåëÿìè îáúåê-
òîâ è ïðîöåññîâ. Îäíàêî â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ âñå ÷àùå ãëàâíîé íàó÷íîé
ïðîáëåìîé ñòàíîâèòñÿ ñîçäàíèå íîâûõ ìîäåëåé. Â òàêîé ñèòóàöèè ìàòåìà-
òèêà íóæíà óæå íå êàê ìåòîä ðàñ÷åòà, à êàê ìåòîä ìûøëåíèÿ, êàê ÿçûê,
êàê ñðåäñòâî ôîðìèðîâàíèÿ è îðãàíèçàöèè ïîíÿòèé. Òàêîå âëàäåíèå ìà-
òåìàòèêîé òðåáóåò ñóùåñòâåííî áîëüøåé êóëüòóðû: ïîíèìàíèÿ âàæíîñòè
òî÷íûõ ôîðìóëèðîâîê. . . , óìåíèÿ ïîíÿòü, ÷òî ïðîñòî, ÷òî ñëîæíî, à ÷òî
íåâîçìîæíî, îùóùåíèÿ ñâÿçè ìåæäó, êàçàëîñü áû, äàëåêèìè èäåÿìè è ïî-
íÿòèÿìè.�

Áóðíîå ðàçâèòèå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè
êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè ãðàôîâ â ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

Â ðåçóëüòàòå èçó÷åíèÿ è îñâîåíèÿ ýòîé äèñöèïëèíû ñòóäåíò, îáó÷àþ-
ùèéñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè 010502 �Ïðèêëàäíàÿ èíôîðìàòèêà (â ýêîíîìè-
êå)�, äîëæåí:

• çíàòü îñíîâíûå ïðèíöèïû è ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðèêè è òåîðèè ãðà-
ôîâ;

• óìåòü ôîðìóëèðîâàòü â êîìáèíàòîðíî-ãðàôîâûõ òåðìèíàõ çàäà÷è,
ñâÿçàííûå ñ äèñêðåòíûìè îáúåêòàìè;
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• èìåòü íàâûêè ðåøåíèÿ òèïîâûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ è ïðèìåíåíèÿ
èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ òåîðèè ãðàôîâ;

• ïðèîáðåñòè çíàíèÿ äëÿ èçó÷åíèÿ äðóãèõ åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ äèñ-
öèïëèí.

Â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ êóðñà êàæäûé ñòóäåíò âûïîëíÿåò êóðñîâîå çàäà-
íèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ 8 çàäà÷ (âñåãî â ïîñîáèè ïðèâåäåíî 32 âàðèàíòà
òàêèõ çàäàíèé):

• ÷åòûðå çàäà÷è ïî êîìáèíàòîðèêå (â íèõ èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìèàëü-
íàÿ ôîðìóëà, ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ è äðóãèå ôîðìóëû
êîìáèíàòîðèêè);

• ÷åòûðå çàäà÷è íà ïðèìåíåíèå èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ:

� íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîãî ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà;
� íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè â îðãðàôå îò ôèêñèðîâàííîé

âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ;
� çàäà÷à ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ;
� íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè.



Ðàáî÷àÿ ïðîãðàììà äèñöèïëèíû

Öåëè è çàäà÷è äèñöèïëèíû
Êîìáèíàòîðèêà è òåîðèÿ ãðàôîâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü êàê çâåíî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ èíæåíåðîâ, ýêîíîìèñòîâ, óïðàâëåíöåâ. Â ðåçóëüòàòå
îñâîåíèÿ äàííîé äèñöèïëèíû ñòóäåíòû ïðèîáðåòàþò çíàíèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ èçó÷åíèÿ äðóãèõ åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ äèñöèïëèí.

Îñíîâíûå öåëè èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû: âûïóñêíèê äîëæåí âëàäåòü ñòàí-
äàðòíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ òèïîâûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, óìåòü ôîð-
ìóëèðîâàòü â êîìáèíàòîðíî-ãðàôîâûõ òåðìèíàõ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äèñ-
êðåòíûìè îáúåêòàìè.

Ñîäåðæàíèå äèñöèïëèíû
Ðàçäåëû äèñöèïëèíû è èõ ñîäåðæàíèå
Ðàçäåë 1. Êîìáèíàòîðèêà

Òåìà 1.1. Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî ïðèìåíåíèÿ
Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê. ×èñëî ïîäìíîæåñòâ êî-

íå÷íîãî ìíîæåñòâà.
Òåìà 1.2. Âûáîðêè
Êëàññèôèêàöèÿ âûáîðîê. Ðàçìåùåíèÿ. Ñî÷åòàíèÿ. Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòî-

ðåíèÿìè. Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Òåìà 1.3 Ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà
Òåìà 1.4 Êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà
Òåìà 1.5 Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ è å¼ ïðèìåíåíèÿ
Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ. Çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ è âñòðå÷àõ.

×èñëî ñþðúåêöèé. Îáîáùåíèå ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ.
Òåìà 1.6 Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ
Ðåøåíèå ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è.

Ðàçäåë 2. Òåîðèÿ ãðàôîâ
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Òåìà 2.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû
Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. Ìàðøðóòû. Ñâÿçíîñòü. Ìåòðè÷å-

ñêèå õàðàêòåðèñòèêè.
Òåìà 2.2. Ãàìèëüòîíîâû ãðàôû
Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. Òåîðåìà Î. Îðå.
Òåìà 2.3. Ýéëåðîâû ãðàôû
Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû. Êðèòåðèé. Àëãîðèòì Ôë¼ðè. Òåîðåìà Ð. Ðåé-

äà.
Òåìà 2.4. Äåðåâüÿ
Äåðåâüÿ è ëåñà. Òåîðåìà Êýëè î ÷èñëå ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ. Ñòÿãèâà-

þùèå äåðåâüÿ. Àëãîðèòìû Êðàñêàëà è Ïðèìà.
Òåìà 2.5. Êðàò÷àéøèå ïóòè
Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ. Àëãîðèò-

ìû Äåéêñòðû è Ôëîéäà.
Òåìà 2.6. Çàäà÷à ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ
Òåìà 2.7 Ïîòîêè â ñåòÿõ
Îïðåäåëåíèÿ. Àëãîðèòì Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëü-

íîãî ïîòîêà. Òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå.

Ïîðÿäîê èçó÷åíèÿ äèñöèïëèíû

Íåîáõîäèìûå çíàíèÿ ïî êàæäîé òåìå ïðèâåäåíû â �Òåîðåòè÷åñêèõ ìàòåðè-
àëàõ�. Òàì æå äàíû ññûëêè íà ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè, óãëóáëÿþøèå ïî-
ëó÷åííûå çíàíèÿ. Ê êàæäîé òåìå äàíû çàêðåïëÿþùèå ïðèìåðû è óïðàæ-
íåíèÿ, êîòîðûå ñòóäåíò ðåøàåò ñàìîñòîÿòåëüíî. Êîíòðîëüíûå ðàáîòû ïî
êàæäîìó ðàçäåëó âûïîëíÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ �Êîíòðîëüíûìè çàäàíèÿ-
ìè� è ìåòîäè÷åñêèìè ðåêîìåíäàöèÿìè ïî èõ âûïîëíåíèþ.

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå
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Êàëåíäàðíî-òåìàòè÷åñêèé ïëàí
ðàáîòû ñòóäåíòà

Íîìåð Íàçâàíèå ðàçäåëîâ, òåì Îáú¼ì â Êîíòðîëüíûå
òåìû íåäåëÿõ ìåðîïðèÿòèÿ
1 Êîìáèíàòîðèêà 7 Êîíòðîëüíàÿ

ðàáîòà �1
1.1 Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ 1
1.2 � Âûáîðêè, ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà, 3
1.4 êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà
1.5 Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ 2
1.6 Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ 1
2 Òåîðèÿ ãðàôîâ 8 Êîíòðîëüíàÿ

ðàáîòà �2
2.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû 2
2.2, 2.3 Ãàìèëüòîíîâû è ýéëåðîâû ãðàôû 2
2.4 Äåðåâüÿ 1
2.5 Êðàò÷àéøèå ïóòè 1
2.6 Ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå 1
2.7 Ïîòîêè â ñåòÿõ 1



Ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè

Ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî èçó÷åíèþ òåî-
ðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà
Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíñïåêò ëåêöèé, ñîäåðæà-
ùèé íåîáõîäèìûé íàáîð ñâåäåíèé ïî êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ãðàôîâ. Ïî-
äðîáíî ðàçîáðàíû òèïîâûå çàäà÷è. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî ïîíèìàíèÿ èçó÷à-
åìîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùåäîñòóï-
íûìè ó÷åáíèêàìè ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå, ïåðå÷åíü êîòîðûõ ïðèâåäåí
â ðàçäåëå �Ñïèñîê ðåêîìåíäóåìîé ëèòåðàòóðû�.

Ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî ðåøåíèþ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
Â ñâÿçè ñ ïðàêòè÷åñêèì îòñóòñòâèåì îáùåïðèçíàííûõ è øèðîêî
ðàñïðîñòðàí¼ííûõ çàäà÷íèêîâ ïî êîìáèíàòîðèêå è òåîðèè ãðàôîâ â
äàííîì ÓÌÊ ïðèâîäèòñÿ íåîáõîäèìûé íàáîð çàäà÷. ×àñòü ýòèõ çàäà÷
èìååò õàðàêòåð òðåíèðîâî÷íûõ óïðàæíåíèé, çàêðåïëÿþùèõ îïðåäåëåíèÿ
è ôîðìóëû. Íåêîòîðûå æå çàäà÷è èìåþò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð �
èõ ðåøåíèå ïîçâîëèò áîëåå ãëóáîêî îâëàäåòü ìåòîäàìè èçó÷àåìîé
äèñöèïëèíû. Ðåøåíèå áîëüøèíñòâà ýòèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â êíèãàõ èç
ñïèñêà ðåêîìåíäîâàííîé ëèòåðàòóðû.

Ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè ïî âûïîëíåíèþ
êîíòðîëüíûõ çàäàíèé
Îñíîâíàÿ öåëü êîíòðîëüíûõ ðàáîò � ïîëó÷åíèå ïðàêòè÷åñêèõ íàâûêîâ
ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ è ïðèìåðîâ ïî îñíîâíûì ðàçäåëàì êîìáèíàòî-
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ðèêè è òåîðèè ãðàôîâ, à òàêæå îñóùåñòâëåíèå êîíòðîëÿ çà õîäîì ó÷åáíîãî
ïðîöåññà ïðè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå ñòóäåíòà.

Äëÿ äîïóñêà ê ñäà÷å çà÷¼òà ñòóäåíòó íåîáõîäèìî ðåøèòü íå ìåíåå 6
çàäà÷ èç 8.

Ïðè áåçóêîðèçíåííîì âûïîëíåíèè âñåõ 8 çàäà÷ êîíòðîëüíûõ ðàáîò ñòó-
äåíò ïîëó÷àåò çà÷¼ò �àâòîìàòîì�.

Âàðèàíòû êîíòðîëüíûõ ðàáîò îïðåäåëÿþòñÿ ïî íîìåðó ñòóäåíòà â ñïèñ-
êå ãðóïïû.



Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë ïî
òåìàì

Ðàçäåë 1. Êîìáèíàòîðèêà
Êîìáèíàòîðèêà � ÷àñòü ìàòåìàòèêè, èçó÷àþùàÿ ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷
ïåðåñ÷åòà è ïåðå÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ â êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Çàäà÷à ïåðå-
÷èñëåíèÿ ñîñòîèò â âûäåëåíèè ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó çà-
äàííîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó è óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì ñâîéñòâàì,
à çàäà÷à ïåðåñ÷åòà � â íàõîæäåíèè ÷èñëà òàêèõ ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, çà-
äà÷à: Îïèñàòü âñå ðàñïîëîæåíèÿ 8 îäèíàêîâûõ ëàäåé íà øàõìàòíîé äîñ-
êå, ïðè êîòîðûõ ëàäüè íå áüþò äðóã äðóãà � åñòü çàäà÷à ïåðå÷èñëåíèÿ,
à åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî óêàçàííûõ ðàñïîëîæåíèé, òî ýòî áóäåò
çàäà÷à ïåðåñ÷åòà. Îáû÷íî â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ðå÷ü èäåò î êîìáèíàöèÿõ
íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, ïîýòîìó òàêèå çàäà÷è íàçûâàþò êîìáèíàòîðíûìè.
Ïðèâåäåì åù¼ äâà ïðèìåðà êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

1. Â òóðíèðå ïî îëèìïèéñêîé ñèñòåìå (�ïðîèãðàâøèé � âûáûâàåò�)
ó÷àñòâóåò n ÷åëîâåê. Ñêîëüêî âñòðå÷ áóäåò ïðîâåäåíî?

2. Â ïðàâëåíèè áàíêà 7 ÷åëîâåê. Êàêîâî äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíîå
÷èñëî çàìêîâ îò ñåéôà è êàê ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü êëþ÷è ìåæ-
äó ÷ëåíàìè ïðàâëåíèÿ (êàæäûé ÷ëåí ïðàâëåíèÿ ìîæåò ïîëó÷èòü
êëþ÷è îò íåñêîëüêèõ çàìêîâ), ÷òîáû ëþáîå áîëüøèíñòâî ñåéô ìîã-
ëî îòêðûòü, à ëþáîå ìåíüøèíñòâî � íå ìîãëî?

Êîìáèíàòîðèêà âîçíèêëà êàê �ìàòåìàòèêà äîñóãà�; íàïðèìåð, ñ åå ïî-
ìîùüþ ïîäñ÷èòûâàëèñü øàíñû ó÷àñòíèêîâ êàðòî÷íûõ è äðóãèõ àçàðòíûõ
èãð. Ïîÿâëåíèå ìîùíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ðåçêî óâåëè÷èëî âîç-
ìîæíîñòè êîìáèíàòîðèêè è ðàñøèðèëî êðóã åå ïðèëîæåíèé. Êîìáèíàòîð-
íûå ìåòîäû ïðèìåíÿþòñÿ íûíå â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñòàòèñòèêå, ýêîíî-
ìèêå, áèîëîãèè, õèìèè, ôèçèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ íàóêè.
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Òåìà 1.1. Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ è åãî ïðèìåíåíèÿ
1.1.1. Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ

Òåîðåìó, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì, ÷àñòî íàçûâàþò
îñíîâíûì ïðèíöèïîì êîìáèíàòîðèêè.

Òåîðåìà 1. (Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ) Ïóñòü ïîäñ÷èòûâàåòñÿ
êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñòðîèòñÿ â ðåçóëüòàòå
ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ n äåéñòâèé. Ïåðâîå äåéñòâèå ìîæåò
áûòü âûïîëíåíî a1 ñïîñîáàìè, âòîðîå � a2 ñïîñîáàìè,..., ïîñëåäíåå � an

ñïîñîáàìè, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûïîëíèòü êàæäîå äåéñòâèå
íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèìè áûëè ïðåäûäóùèå äåéñòâèÿ. Òîãäà îáùåå
êîëè÷åñòî îáúåêòîâ ðàâíî a1 · a2 · ... · an.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.
Ïðè n = 1 äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü n = 2. Çàêîäè-

ðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé óïîðÿäî÷åííîé ïàðîé ÷èñåë (i, j), ãäå i
� íîìåð ñïîñîáà âûïîëíèòü ïåðâîå äåéñòâèå, à j � âòîðîå. Òîãäà âñåâîç-
ìîæíûå ñïîñîáû âûïîëíèòü äâà äåéñòâèÿ ìîæíî îïèñàòü ïðÿìîóãîëüíîé
òàáëèöåé

(1, 1) (1, 2) (1, 3) ... (1, a2)

(2, 1) (2, 2) (2, 3) ... (2, a2)

...

(a1, 1) (a1, 2) (a1, 3) ... (a1, a2)

Â òàáëèöå a1 ñòðîê è a2 ñòîëáöîâ, à, çíà÷èò, a1 · a2 ýëåìåíòîâ. Óòâåð-
æäåíèå äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ äåéñòâèé äîêàçàíî.

Ïåðåõîäèì ê èíäóêöèîííîìó øàãó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâèëî ïðîèç-
âåäåíèÿ ñïðàâåäëèâî ïðè n = k ≥ 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç k + 1 äåé-
ñòâèÿ áóäåì êîäèðîâàòü óïîðÿäî÷åííûì íàáîðîì ÷èñåë (i1, i2, ..., ik, ik+1),
ãäå ij� íîìåð ñïîñîáà âûïîëíèòü j-å äåéñòâèå. Òàêèõ íàáîðîâ � ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ((i1, i2, ..., ik), ik+1), â êîòîðûõ ïåðâûé ýëå-
ìåíò � óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç k ýëåìåíòîâ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ ÷èñëî
íàáîðîâ (i1, i2, ..., ik) ðàâíî a1 · a2 · ... · ak; âòîðîé ýëåìåíò ïàðû � ik+1 � ïî
óñëîâèþ âûáèðàåòñÿ ak+1 ñïîñîáàìè. Âñåãî ïàð áóäåò (a1 ·a2 · ... ·ak) ·ak+1 =
a1 · a2 · ... · ak · ak+1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2

Ïðèìåíèì ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ ê ðåøåíèþ äâóõ âàæíûõ êîìáèíà-
òîðíûõ çàäà÷.
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1.1.2. ×èñëî ïåðåñòàíîâîê
Ïóñòü èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïåðåñòàíîâêîé n ýëåìåíòîâ íà-
çûâàþò èõ ðàñïîëîæåíèå íà n ðàçëè÷íûõ ìåñòàõ. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî òàêèõ
ïåðåñòàíîâîê. Êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ n äåéñòâèé.

Ïåðâîå äåéñòâèå � âûáîð ìåñòà äëÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà � âûïîëíÿåòñÿ
n ñïîñîáàìè.

Âòîðîå äåéñòâèå � âûáîð ìåñòà äëÿ âòîðîãî ýëåìåíòà � âûïîëíÿåòñÿ
n−1 ñïîñîáàìè, ïîñêîëüêó îäíî ìåñòî óæå çàíÿòî, è ÷èñëî ñâîáîäíûõ ìåñò
íà åäèíèöó óìåíüøèëîñü. È òàê äàëåå. Íàêîíåö, ðàçìåùåíèå ïîñëåäíåãî,
n-ãî ýëåìåíòà îñóùåñòâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñëî âñåõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ðàâíî
n · (n− 1) · ... · 1 = n!

1.1.3. ×èñëî ïîäìíîæåñòâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
Ïóñòü A � ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Äëÿ ìàëûõ n ïîäñ÷èòà-
åì ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì
ñëåäóþùóþ òàáëèöó.

n A âñå ïîäìíîæåñòâà A ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ
1 {a} φ, {a} 2
2 {a, b} φ, {a}, {b}, {a, b} 4
3 {a, b, c} φ, {a}, {b}, {c}, {a, b},

{a, c}, {b, c}, {a, b, c} 8

Âîçíèêàåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà ðàâíî 2n. Ñïðàâåäëèâîñòü åãî ëåãêî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ
ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ
ñëåäóþùèõ n äåéñòâèé: 1-å äåéñòâèå �îïðåäåëÿåò ñóäüáó� 1-ãî ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà � áûòü åìó â ôîðìèðóåìîì ïîäìíîæåñòâå èëè íåò, 2-å
äåéñòâèå êàñàåòñÿ 2-ãî ýëåìåíòà, ..., n-å äåéñòâèå � n-ãî ýëåìåíòà.
Òàêèì îáðàçîì êàæäîå èç n äåéñòâèé ìîæåò áûòü âûïîëíåíî äâóìÿ
ñïîñîáàìè. Ñîãëàñíî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, ÷èñëî ñïîñîáîâ âûïîëíèòü
âñå n äåéñòâèé, à çíà÷èò, è ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ èñõîäíîãî ìíîæåñòâà
ðàâíî 2n.

Òåìà 1.2. Âûáîðêè
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1.2.1. Êëàññèôèêàöèÿ âûáîðîê
Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A = {a1, a2, . . . an} � ãåíå-
ðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü. Èç ýëåìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè îáðà-
çóþòñÿ âûáîðêè:

ai1 , ai2 , . . . , air , ãäå ∀j ij ∈ {1, 2, . . . , n}.
Âûáîðêè êëàññèôèöèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñóùåñòâåí ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ âûáîðêè èëè íåò,
åå íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííîé èëè íåóïîðÿäî÷åííîé.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ìîãóò èëè íå ìîãóò ýëåìåíòû âûáîðêè ïîâòî-
ðÿòüñÿ, åå íàçûâàþò âûáîðêîé ñ ïîâòîðåíèÿìè èëè âûáîðêîé áåç ïî-
âòîðåíèé. Óïîìèíàíèå îá îòñóòñòâèè ïîâòîðåíèé ÷àñòî îïóñêàþò, â òî
âðåìÿ êàê äîïóñòèìîñòü ïîâòîðåíèé ýëåìåíòîâ â âûáîðêå âñåãäà ñïåöè-
àëüíî îãîâàðèâàåòñÿ.

×èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè íàçûâàþò åå îáú¼ìîì. Âûáîðêó îáú¼ìà r
íàçûâàþò r-âûáîðêîé.

1.2.2. Ðàçìåùåíèÿ
Ðàçìåùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííóþ m-
âûáîðêó èç n-ýëåìåíòíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 3, m = 2. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû èñõîäíîãî 3-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà a, b, c. Âûïèøåì âñåâîçìîæíûå ðàçìåùåíèÿ èç 3
ïî 2 (áåç ïîâòîðåíèé):

(a, b), (a, c), (b, a), (b, c), (c, a), (c, b).

Åñëè ãîâîðèòü î ðàçìåùåíèÿõ ñ ïîâòîðåíèÿìè, òî ê óêàçàííîìó ñïèñêó
äîáàâèòñÿ åù¼ 3 ðàçìåùåíèÿ: (a, a), (b, b), (c, c).

×èñëî ðàçìåùåíèé èç n ïî m áåç ïîâòîðåíèé îáîçíà÷àþò Am
n , à ñ ïî-

âòîðåíèÿìè Am
n . Íàïðèìåð, A2

3 = 6, A2
3 = 9. Íåñëîæíî ïîëó÷èòü îáùèå

ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ðàçìåùåíèé. Åñëè ýëåìåíòû ðàçìåùåíèÿ íå ìîãóò ïî-
âòîðÿòüñÿ, òî ÷èñëî ñïîñîáîâ, êàêèì ìîæíî âûáðàòü êàæäûé î÷åðåäíîé
ýëåìåíò ðàçìåùåíèÿ, áóäåò íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì äëÿ ïðåäøåñòâóþùå-
ãî åìó, à òàê êàê ïåðâûé ýëåìåíò ðàçìåùåíèÿ âûáèðàåòñÿ n ñïîñîáàìè, òî
ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëó

Am
n = n(n− 1)(n− 2)...(n−m + 1).

Ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò m ìíîæèòåëåé, åãî èíîãäà îáîçíà÷à-
þò òàê: (n)m. Â ðàçìåùåíèè ñ ïîâòîðåíèÿìè êàæäûé î÷åðåäíîé ýëåìåíò
ìîæåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè, ïîýòîìó Am

n = nm.
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1.2.3. Ñî÷åòàíèÿ
Ñî÷åòàíèåì èç n ïî m íàçûâàþò íåóïîðÿäî÷åííóþ m-âûáîðêó èç n-
ýëåìåíòíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Ïðèìåð. Ïóñòü n = 3,m = 2. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû èñõîäíîãî
3-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà a, b, c. Âûïèøåì âñåâîçìîæíûå ñî÷åòàíèÿ
èç 3 ïî 2 (áåç ïîâòîðåíèé): ab, ac, bc. Åñëè ãîâîðèòü î ñî÷åòàíèÿõ ñ
ïîâòîðåíèÿìè, òî ê óêàçàííîìó ñïèñêó äîáàâèòñÿ åù¼ 3 ñî÷åòàíèÿ:
aa, bb, cc.

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî m (áåç ïîâòîðåíèé) îáîçíà÷àþò Cm
n èëè

(
n
m

)
,

à ñ ïîâòîðåíèÿìè � Cm
n . Íàïðèìåð, C2

3 = 3, C2
3 = 6.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ Cm
n . Âñÿêîå ðàçìåùåíèå èç n ïî m ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû èç äâóõ äåéñòâèé:

1) âûáîð ýëåìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ðàçìåùåíèå (äðóãèìè ñëîâàìè, âûáîð
ñî÷åòàíèÿ èç n ïî m);

2) ïåðåñòàíîâêà âûáðàííûõ ýëåìåíòîâ.

Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì Am
n = Cm

n ·m!, îòêóäà

Cm
n =

n(n− 1) . . . (n−m + 1)

m!
.

Óìíîæèâ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü ïîëó÷åííîé äðîáè íà (n−m)!, ïîëó÷èì

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
.

1.2.4. Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè
Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.

�Çàêîäèðóåì� ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç íóëåé
è åäèíèö ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà çàïèøåì ñòîëüêî åäèíèö, ñêîëüêî
ðàç â ñî÷åòàíèå âõîäèò ïåðâûé ýëåìåíò èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, çàòåì �
0, çàòåì ñòîëüêî åäèíèö, ñêîëüêî ðàç â ñî÷åòàíèå âõîäèò âòîðîé ýëåìåíò
èñõîäíîãî ìíîæåñòâà, çàòåì � 0 è ò.ä. (ïîñëå åäèíèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïîñëåäíåìó ýëåìåíòó, 0 íå ñòàâèì).

Ïðèìåðû. Ïóñòü n = 3,m = 5. Òîãäà aaabc èìååò êîäèðîâêó 1110101;
abbbb � 1011110, ccccc � 0011111.

Çàìåòèì, ÷òî â êîäèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðîâíî n + m− 1 ýëå-
ìåíò: m åäèíèö (ñòîëüêî, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè) è n − 1 íóëåé
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(îòäåëÿþùèõ äðóã îò äðóãà n íàáîðîâ åäèíèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ n ýëå-
ìåíòàì èñõîäíîãî ìíîæåñòâà). Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òàêîãî âèäà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ïî m.

Ïðèìåðû. Ïðè n = 3,m = 5 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1110011 îòâå÷àåò
ñî÷åòàíèå aaacc, à 0111110 � bbbbb.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ìíîæåñòâîì ñî÷åòàíèé èç n ïî m è ìíîæåñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç
m åäèíèö è n− 1 íóëÿ. Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ïîñëåäíèõ: äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óêàçàííîãî âèäà íóæíî îïðåäåëèòü
m ïîçèöèé äëÿ åäèíèö èç n + m − 1 âîçìîæíûõ; ïîýòîìó ÷èñëî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ðàâíî Cm

n+m−1. Äîêàçàíî, ÷òî

Cm
n = Cm

n+m−1.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ñî-
÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè.

• Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü n îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî
k ðàçëè÷íûì óðíàì?
Ðåøåíèå. Ïðèñâîèì óðíàì íîìåðà îò 1 äî k. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî, ïî-
ìåùàÿ øàð â óðíó, ìû ïðèñâàèâàåì åìó åå íîìåð. Òîãäà ðàçìåùåíèå
øàðîâ ïî óðíàì ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòî-
ðîé n ýëåìåíòîâ è êàæäûé èç íèõ ïðèíèìàåò îäíî èç k çíà÷åíèé.
Òàêèì îáðàçîì, îòâåò ê çàäà÷å: Cn

k .

• Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîãóò ðàñïðåäåëèòñÿ ãîëîñà 1 ìèëëèîíà èç-
áèðàòåëåé ñðåäè 42 èçáèðàòåëüíûõ áëîêîâ?
Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé. Îòâåò: C106

42 .

• Íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . . + xk = n

â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ.
Îïÿòü çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ÷èñëó ðàñïðåäåëåíèé îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî
ðàçëè÷íûì óðíàì, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî xi � êîëè÷åñòâî øàðîâ, ïîìå-
ùàåìûõ â i-þ óðíó, n � îáùåå ÷èñëî øàðîâ, k � îáùåå ÷èñëî óðí.
Îòâåò: Cn

k .

• Íàéòè ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . . + xk = n
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â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå: xi = yi + 1 (i = 1, . . . , k). Îòíîñèòåëüíî
íîâûõ ïåðåìåííûõ yi ïîëó÷èì óðàâíåíèå óæå â íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñëàõ

y1 + y2 + . . . + yk = n− k,

÷èñëî ðåøåíèé êîòîðîãî Cn−k
k = Cn−k

n−1 = Ck−1
n−1. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåò-

ñÿ ïîäóìàòü íàä òåì, êàê îòâåò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí íåïîñðåäñòâåííî
(áåç ñâåäåíèÿ ê ïðåäûäóùåé çàäà÷å).

1.2.5. Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè
Ïåðåñòàíîâêàìè ñ ïîâòîðåíèÿìè íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè,
â êîòîðûõ êàæäûé ýëåìåíò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè âñòðå÷àåòñÿ ôèêñè-
ðîâàííîå (ñâîå äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà) ÷èñëî ðàç.

Ïóñòü A = {a1, a2, . . . , ak} � ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü. ×èñëî ïåðåñòà-
íîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè, â êîòîðûõ ýëåìåíò a1 âñòðå÷àåòñÿ n1 ðàç, ýëåìåíò
a2 � n2 ðàç,. . . , ýëåìåíò ak � nk ðàç, îáîçíà÷àþò P (n1, n2, . . . , nk). Âûâåäåì
ôîðìóëó äëÿ P (n1, n2, . . . , nk). Îáîçíà÷èì ÷åðåç n îáùåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
â êàæäîé âûáîðêå óêàçàííîãî âèäà: n = n1 + n2 + . . . + nk.

Ðàññìîòðèì ôîðìèðîâàíèå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè êàê
ïðîöåäóðó èç ñëåäóþùèõ k øàãîâ.

1. Îïðåäåëÿåì n1 ìåñò , êîòîðûå áóäåò çàíèìàòü ýëåìåíò a1.

2. Îïðåäåëÿåì n2 ìåñò, êîòîðûå áóäåò çàíèìàòü ýëåìåíò a2.

...

k. Îïðåäåëÿåì nk ìåñò, êîòîðûå áóäåò çàíèìàòü ýëåìåíò ak.

Ïåðâûé øàã âûïîëíÿåòñÿ Cn1
n ñïîñîáàìè, âòîðîé øàã � Cn2

n−n1
ñïîñîáà-

ìè, . . . , k-é øàã � Cnk
n−n1−n2−...nk−1

ñïîñîáàìè. Îáùåå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ
ïîâòîðåíèÿìè íàõîäèì ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ:

Cn1
n Cn2

n−n1
Cn3

n−n1−n2
. . . Cnk

n−n1−n2−...−nk−1
=

n!

n1!(n− n1)!

(n− n1)!

n2!(n− n1 − n2)!

(n− n1 − n2)!

n3!(n− n1 − n2 − n3)!
· · ·

(n− n1 − . . .− nk−1)!

nk!(n− n1 − . . . nk)!
=

n!

n1!n2!n3! . . . nk!(n− n1 − . . .− nk)!
.
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Çàìå÷àÿ, ÷òî (n − n1 − . . . − nk)! = 0! = 1, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðå-
çóëüòàò:

P (n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! . . . nk!
, ãäå n = n1 + n2 + . . . + nk.

Ïðèìåð. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ �ñëîâ� ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû
ñëîâà �êîëîêîëü÷èê�?
Â ñëîâå 11 áóêâ, áóêâû �ê� è �î� âñòðå÷àþòñÿ ïî òðè ðàçà, áóêâà �ë� �
äâàæäû, îñòàëüíûå � ïî îäíîìó ðàçó.
Îòâåò: 11!

3!3!2!1!1!1!
= 11 · 10 · 9 · 8 · 7 · 5 · 2.

Òåìà 1.3. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà
Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n è k è ëþáûõ ÷èñåë
x1, x2, . . . , xk ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x1 + x2 + . . . + xk)
n =

∑

n1 + . . . nk = n

n!

n1!n2! . . . nk!
xn1

1 xn2
2 . . . xnk

k .

Ïîÿñíåíèå. Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ
n1 + n2 + . . . + nk = n â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ. Òàêèì îáðàçîì, â
ñèëó ðåçóëüòàòîâ 1.2.4. ÷èñëî ñëàãàåìûõ â äàííîé ñóììå ðàâíî Cn

k .
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì n-þ ñòåïåíü ñóììû êàê ïðîèçâåäåíèå n ìíî-

æèòåëåé, ïîñëå ÷åãî ðàñêðîåì ñêîáêè, íå ïðèâîäÿ ïîäîáíûõ è íå ìåíÿÿ
ïîðÿäêà ìíîæèòåëåé:

(x1+x2+. . .+xk)
n = (x1+x2+. . .+xk)(x1+x2+. . .+xk) . . . (x1+x2+. . .+xk)

= x1x1 . . . x1 + x1x1 . . . x2 + . . . xkxk . . . xk.

Åñëè êàæäîå ñëàãàåìîå ðàññìàòðèâàòü êàê n-áóêâåííîå �ñëîâî�, òî â ïîëó-
÷åííîé ñóììå ïðèñóòñòâóþò âñå �ñëîâà� èç n áóêâ, â êîòîðûõ êàæäàÿ áóêâà
ïðèíèìàåò îäíî èç k çíà÷åíèé: x1, x2, . . . , xk, ïðè÷åì êàæäîå òàêîå ñëîâî
âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç . Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ êîýôôèöèåíò
ïðè xn1

1 xn2
2 . . . xnk

k áóäåò ðàâåí ÷èñëó n-áóêâåííûõ ñëîâ, â êîòîðûõ áóêâà
x1 âñòðå÷àåòñÿ n1 ðàç, x2 � n2 ðàç, . . . , xk � nk ðàç, ò.å. ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê
ñ ïîâòîðåíèÿìè

P (n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! . . . nk!
xn1

1 xn2
2 . . . xnk

k .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 1. ×àñòíûì ñëó÷àåì ïîëèíîìèàëüíîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëà áèíîìà Íüþòîíà

(x + y)n =
n∑

i=0

Ci
nx

n−iyi.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ïîëèíîìèàëüíîé ôîðìóëå ïîëîæèòü
k = 2, x1 = x, x2 = y, n2 = i, òî n1 = n− i è

(x + y)n =
∑

n1 + n2 = n

n!

n1!n2!
xn1yn2 =

n∑
i=0

Ci
nxn−iyi.

Çàìå÷àíèå 2. Äðóãèì øèðîêî èçâåñòíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìàòðèâà-
åìîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà êâàäðàòà ñóììû k ñëàãàåìûõ.

Ïðèìåðû

1. Ïîëó÷èòü ôîðìóëó êóáà ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ.
Óðàâíåíèå n1 + n2 + n3 = 3 èìååò C3

3 = C3
5 = 10 ðåøåíèé â íåîòðèöà-

òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ: (3, 0, 0), (2, 1, 0), (1, 1, 1), à òàêæå òðîéêè ÷è-
ñåë, ïîëó÷àþùèåñÿ èç óêàçàííûõ ïåðåñòàíîâêàìè ýëåìåíòîâ. Òàêèì
îáðàçîì, â ôîðìóëå òðè ðàçëè÷íûõ ïîëèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòà:
P (3, 0, 0) = 1, P (2, 1, 0) = 3, P (1, 1, 1) = 6. Èñêîìàÿ ôîðìóëà:

(x+ y + z)3 = x3 + y3 + z3 +3(x2y +x2z + y2x+ y2z + z2x+ z2y)+6xyz.

2. Â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà (2− x + x2)5 íàéòè êîýôôèöèåíò ïðè x5.
Ïðèìåíÿÿ ïîëèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó, ïîëó÷àåì:

(2− x + x2)5 =
∑

n1 + n2 + n3 = 5

5!

n1!n1!n3!
2n1(−x)n2(x2)n3 =

∑

n1 + n2 + n3 = 5

5!

n1!n1!n3!
2n1(−1)n2xn2 + 2n3 . (1)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü, êàêèå ñëàãàåìûå â ïîëó÷åííîé ñóììå ñî-
äåðæàò x5, íóæíî ðåøèòü â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó
äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè

{
n1 + n2+ n3 = 5;

n2+ 2n3 = 5.
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Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò íå÷¼òíîñòü n2; â ñèëó íåîòðèöàòåëü-
íîñòè ïåðåìåííûõ n2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ: 1, 3 èëè 5. Âñå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óäîáíî çàïèñàòü â âèäå òàáëèöû, ê êîòîðîé ïðèïèøåì ñòîë-
áåö çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ïðè x5 â îòâå÷àþùèõ êàæäîìó ðåøå-
íèþ ñëàãàåìûõ â (1).

n1 n2 n3
5!(−1)n22n1

n1!n2!n3!
2 1 2 −120
1 3 1 −40
0 5 0 −1

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò ïðè x5 ðàâåí −120− 40− 1 = −161.

Òåìà 1.4. Êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåò äîêàçàí ðÿä ñîîòíîøåíèé äëÿ áèíîìèàëüíûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ. Âñå îíè èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå è ìíîãèå áóäóò èñïîëüçî-
âàòüñÿ íàìè â äàëüíåéøåì. Îäíàêî íå ìåíåå èíòåðåñíû ñïîñîáû èõ äîêà-
çàòåëüñòâà (èëè ïîëó÷åíèÿ). Ìû áóäåì, êàê ïðàâèëî, ïðåäëàãàòü äîêàçà-
òåëüñòâà, èñõîäÿùèå èç êîìáèíàòîðíîé ïðèðîäû ñîîòíîøåíèé. Îáùàÿ ñõå-
ìà ðàññóæäåíèé çäåñü òàêîâà. Ïóñòü äîêàçûâàåòñÿ òîæäåñòâî f(n,m, ...) =
g(n, m, ...). Ïî âèäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðåêîíñòðóèðóåòñÿ çàäà÷à íà ïîä-
ñ÷åò ÷èñëà êîìáèíàöèé îïðåäåëåííîãî âèäà ( n,m, . . . âûñòóïàþò â ðîëè
ïàðàìåòðîâ), ðåøàÿ êîòîðóþ îäíèì ñïîñîáîì, ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå îòâåòà
f(n,m, . . .), à äðóãèì ñïîñîáîì � g(n,m, . . .).

Â íèæåïðèâîäèìûõ ñîîòíîøåíèÿõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåäïîëàãàþò-
ñÿ òàêèìè, ÷òîáû âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû èìåëè ñìûñë (íàïðè-
ìåð, åñëè â ôîðìóëå ïðèñóòñòâóåò Ck

n, òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 ≤ k ≤ n).
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

1) Ck
n = Cn−k

n ; 2) Ck−1
n−1 + Ck

n−1 = Ck
n;

3)
n∑

k=0

Ck
n = 2n; 4)

n∑
k=0

(−1)kCk
n = 0(n ≥ 1);

5)
n∑

k=1

(−1)k−1Ck
n = 1; 6) Ck

m+n =
k∑

s=0

Cs
mCk−s

n (m,n ≥ k);

7) Cn
2n =

n∑
k=0

(Ck
n)2; 8) kCk

n = nCk−1
n−1;

9) Ck
nCm

k = Cm
n Ck−m

n−m; 10)
k∑

p=0

Cm
m+p = Cm+1

m+k+1;

11)
k∑

p=0

Cm
n+p = Cm+1

n+k+1 − Cm+1
n ; 12)

m∑
k=0

Ck
nCm−k

n−k = Cm
n · 2m.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Êàæäîìó k-ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åãî äîïîëíåíèå äî âñåãî ìíîæåñòâà.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì çàäàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó k-ýëåìåíòíûìè è n − k-ýëåìåíòíûìè
ïîäìíîæåñòâàìè n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Åñëè ìåæäó äâóìÿ
êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå, òî ýòè ìíîæåñòâà ñîäåðæàò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî
ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k ñîâïàäàåò ñ
÷èñëîì ñî÷åòàíèé èç n ïî n− k.

2. Ïðàâàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî òîæäåñòâà åñòü ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæåì, ÷òî è ëåâàÿ ÷àñòü åñòü
òî æå ñàìîå. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà, îáîçíà÷èì åãî γ. Ðàçîáú¼ì âñå k-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà íà
äâà ñåìåéñòâà: â ïåðâîå âêëþ÷èì ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå γ, à
âî âòîðîå � íå ñîäåðæàùèå γ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìèðîâàòü ïîä-
ìíîæåñòâî èç ïåðâîãî ñåìåéñòâà, íóæíî èç n − 1 ýëåìåíòà âûáðàòü
k− 1, ïîñêîëüêó ýëåìåíò γ óæå âõîäèò â ýòî ïîäìíîæåñòâî. Ïîýòîìó
â ïåðâîì ñåìåéñòâå Ck−1

n−1 ïîäìíîæåñòâ. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïîäìíî-
æåñòâà èç âòîðîãî ñåìåéñòâà íàäëåæèò âûáðàòü èç n − 1 ýëåìåíòà
(γ âûáèðàòü íåëüçÿ!) k ýëåìåíòîâ; çíà÷èò, âî âòîðîì ñåìåéñòâå Ck

n−1

ïîäìíîæåñòâ. Òàê êàê âñÿêîå k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî âõîäèò ðîâ-
íî â îäíî èç äâóõ ñåìåéñòâ, îáùåå ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
ìîæåò áûòü ïîäñ÷èòàíî êàê ñóììà Ck−1

n−1 + Ck
n−1.

3. 2n � ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Òàê êàê Ck
n �

÷èñëî âñåõ åãî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, òî ïðîñóììèðîâàâ Ck
n ïî

k îò 0 äî n, âíîâü ïîëó÷èì îáùåå ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ.
Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ôîðìóëû áèíî-
ìà Íüþòîíà

(1 + x)n =
n∑

k=0

Ck
nxk.

Ïîëîæèâ â íåé x = 1, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.

4. Òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ïðèâåäåííîé âûøå ôîðìóëå
x = −1. Êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðå-
øåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è. Äîêàçàòü, ÷òî ÷åòíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
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èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ìîæåò áûòü âûáðàíî 2n−1 ñïîñîáà-
ìè. ×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîäóìàòü äåòàëè ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà
ñàìîñòîÿòåëüíî.

5. Äàííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ôîðìîé çàïèñè ïðåäûäóùåãî
òîæäåñòâà.

6. Ðåøèì òàêóþ çàäà÷ó.
Èìååòñÿ m ìóæ÷èí è n æåíùèí. Èç íèõ íóæíî ñôîðìèðîâàòü
äåëåãàöèþ (íàïðèìåð, äëÿ ïîåçäêè â Ãðåöèþ ïî îáìåíó îïûòîì) èç
k ÷åëîâåê. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ýòî ìîæíî ñäåëàòü?
Îòâåò î÷åâèäåí: Ck

m+n. Áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü äåëåãàöèè ïî ÷èñëó
ìóæ÷èí. Åñëè â äåëåãàöèþ âõîäÿò s ìóæ÷èí è k − s æåíùèí, òî
ìóæ÷èí ìîæíî âûáðàòü Cs

m ñïîñîáàìè, à æåíùèí � Ck−s
n ñïîñîáàìè;

çíà÷èò, ÷èñëî äåëåãàöèé ñ s ìóæ÷èíàìè ðàâíî Cs
mCk−s

n . Ñóììèðóÿ
Cs

mCk−s
n ïî s îò 0 äî k, ïîëó÷èì îáùåå ÷èñëî äåëåãàöèé.

7. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî â ïðåäûäóùåì ñîîòíîøåíèè ïîëîæèòü
k = m = n è ïðèìåíèòü òîæäåñòâî 1.

8. Äîêàçàòåëüñòâî òîæäåñòâà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðåøåíèÿ ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷è:
Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî èç n êàíäèäàòîâ âûáðàòü k äåïóòà-
òîâ è ñðåäè ïîñëåäíèõ ñïèêåðà?
Äåïóòàòû âûáèðàþòñÿ Ck

n ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî ñïèêåð âûáèðàåò-
ñÿ k ñïîñîáàìè; òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàâíî Ck

n · k.
Òî æå ÷èñëî ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïî-äðóãîìó. Áóäåì ñíà÷àëà (âñåíà-
ðîäíûì ãîëîñîâàíèåì) èçáèðàòü ñïèêåðà (èç n êàíäèäàòîâ), à çàòåì
èç îñòàâøèõñÿ n − 1 êàíäèäàòà � åù¼ k − 1 äåïóòàòà. Óêàçàííàÿ
ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà n ·Ck−1

n−1 ñïîñîáàìè. Äîêàçàíî, ÷òî
kCk

n = nCk−1
n−1. Îòñþäà âûòåêàåò ïîëåçíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Ck
n = n

k
Ck−1

n−1, ïðèìåíÿÿ êîòîðîå íåñêîëüêî (òî÷íåå: k) ðàç, ìîæíî
âíîâü âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé:

Ck
n =

n

k
Ck−1

n−1 =
n

k
· n− 1

k − 1
· Ck−2

n−2 = . . . =

n

k
· n− 1

k − 1
· . . . · n− k + 1

1
C0

n−k =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
.
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9. Ýòî òîæäåñòâî � îáîáùåíèå ïðåäûäóùåãî (åñëè â 9 ïîëîæèòü m = 1,
òî ïîëó÷èì 8) è ìîæåò áûòü äîêàçàíî ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è,
òàêæå ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì ðàíåå ðàññìîòðåííîé:
Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî âûáðàòü èç n êàíäèäàòîâ k äåïóòà-
òîâ è ñðåäè ïîñëåäíèõ m ÷ëåíîâ ïðåçèäèóìà?

10. 1-é ñïîñîá. Äîêàæåì òîæäåñòâî ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî k. Áàçà
èíäóêöèè. Ïðè k = 0 èìååì:

Cm
m = Cm+1

m+1 = 1.

Èíäóêöèîííûé øàã. Ïóñòü äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè k =
n:

∑n
p=0 Cm

m+p = Cm+1
m+n+1. Ïðèáàâèâ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà Cm

m+n+1,
ïîëó÷èì

n+1∑
p=0

Cm
m+p = Cm+1

m+n+1 + Cm
m+n+1 = [â ñèëó 2] = Cm+1

m+n+2.

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå 10 ñïðàâåäëèâî è ïðè k = n + 1.
2-é ñïîñîá. Îáùåå ÷èñëî m + 1-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
{1, 2, 3, . . . ,m + k + 1} ðàâíî Cm+1

m+k+1 (ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî
òîæäåñòâà). Áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü óêàçàííûå ïîäìíîæåñòâà ïî
èõ íàèáîëüøåìó ýëåìåíòó, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
m+1,m+2, . . . ,m+k+1. Íàéäåì ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ ñ íàèáîëüøèì
ýëåìåíòîì m + p + 1. Ïîñêîëüêó íàèáîëüøèé ýëåìåíò óæå âûáðàí,
îñòàâøèåñÿ m ýëåìåíòîâ âûáèðàþòñÿ èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . ,m + p}
� çíà÷èò, ÷èñëî òàêèõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíî Cm

m+p. Ñóììèðóÿ Cm
m+p ïî p

îò 0 äî k, âíîâü ïîëó÷èì îáùåå ÷èñëî m+1-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
(ëåâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî òîæäåñòâà).

11. Òîæäåñòâî äîêàçûâàåòñÿ íà îñíîâå ïðåäûäóùåãî:

k∑
p=0

Cm
n+p =

n+k∑
i=m

Cm
i −

n−1∑
i=m

Cm
i = [p = i−m] =

n+k−m∑
p=0

Cm
m+p −

n−1−m∑
p=0

Cm
m+p = Cm+1

n+k+1 − Cm+1
n .

12. Ðåøèì çàäà÷ó:
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Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî èç n êàíäèäàòîâ âûáðàòü m äåïóòà-
òîâ è ñðåäè äåïóòàòîâ íåêîòîðûõ (ìîæåò áûòü, âñåõ, à ìîæåò
áûòü, íèêîãî) íàãðàäèòü?
Ñ îäíîé ñòîðîíû, äåïóòàòû âûáèðàþòñÿ Cm

n ñïîñîáàìè, à íàãðàæ-
äåííûå âûäåëÿþòñÿ 2m ñïîñîáàìè (ñòîëüêî ïîäìíîæåñòâ èìååò ìíî-
æåñòâî èç m ýëåìåíòîâ), è, çíà÷èò, îòâåò ê çàäà÷å: Cm

n · 2m.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ÷èñëî íàãðàæäàåìûõ äåïóòàòîâ ðàâíî k (0 ≤
k ≤ m), òî èõ ìîæíî âûáðàòü Ck

n ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî îñòàëüíûå
m−k äåïóòàòîâ âûáèðàþòñÿ Cm−k

n−k ñïîñîáàìè. Ñóììèðóÿ Ck
nCm−k

n−k ïî
k îò 0 äî m, âíîâü ïîëó÷èì îòâåò ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å. Òîæäå-
ñòâî äîêàçàíî.

Òåìà 1.5. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ
è å¼ ïðèìåíåíèÿ

1.5.1. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ
Ìîùíîñòüþ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ. Ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü |A|. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âûâåäåì
ôîðìóëó äëÿ ìîùíîñòè îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
Â ñëó÷àå äâóõ è òðåõ ìíîæåñòâ èìååì ñîîòâåòñòâåííî:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|;

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñóììå |A| + |B| êàæäûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé îä-
íîâðåìåííî è A, è B, ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû; ïîýòîìó ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç
|A|+ |B| ìîùíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ ïîëó÷èì â òî÷íîñòè ÷èñëî
ýëåìåíòîâ A ∪ B. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè îáîñíîâûâàåòñÿ âòîðàÿ
ôîðìóëà (ñì. ðèñ. 1).

&%

'$

&%

'$

&%

'$

&%

'$

&%

'$
A B

A B

C

Ðèñ. 1: Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ôîðìóë âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ

Â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà 3. (Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ)
Ïóñòü A1, A2, . . . , An � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òîãäà

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| =
n∑

i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj|+

+
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| − . . . + (−1)n−1|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An|. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç îáúåäèíåíèÿ äàí-
íûõ n ìíîæåñòâ è ïîäñ÷èòàåì åãî �âêëàä� â ïðàâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîé
ôîðìóëû. Ïóñòü ýëåìåíò âõîäèò ðîâíî â m ìíîæåñòâ Ai (m ≤ n). Òî-
ãäà â ñóììå

∑ |Ai| îí ó÷èòûâàåòñÿ m ðàç, â ñóììå
∑ |Ai ∩ Aj| � C2

m ðàç
(â ñòîëüêèõ ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ m ìíîæåñòâ îí ñîäåðæèòñÿ), â ñóì-
ìå

∑ |Ai ∩ Aj ∩ Ak| � C3
m ðàç è ò.ä. Îáùèé âêëàä ýëåìåíòà âûðàæàåòñÿ

ôîðìóëîé m− C2
m + C3

m − . . . + (−1)m−1Cm
m è ðàâåí 1 â ñèëó òîæäåñòâà 5

ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü (1) ðàâíà îáùåìó
÷èñëó ýëåìåíòîâ èç îáúåäèíåíèÿ n ìíîæåñòâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé âà-
ðèàíò ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ. Ïóñòü äëÿ ëþáîãî i ìíîæåñòâî
Ai ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà A. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai

äîïîëíåíèå ê Ai äî ìíîæåñòâà A: Ai = A \Ai. Êàê èçâåñòíî, äîïîëíåíèå ê
îáúåäèíåíèþ ìíîæåñòâ åñòü ïåðåñå÷åíèå èõ äîïîëíåíèé (ýòî çàêîí äå Ìîð-
ãàíà); ïîýòîìó |A1 ∩ . . . ∩An| = |A \ (A1 ∪ . . . ∪An)| = |A| − |A1 ∪ . . . ∪An|.
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (1), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

|A1∩ . . . An| = |A|−
n∑

i=1

|Ai|+
∑

1≤i<j≤n

|Ai∩Aj|− . . .+(−1)n|A1∩A2∩ . . .∩An|.

1.5.2. Çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ è âñòðå÷àõ
Â ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ
Çàäà÷à î ðàññåÿííîé ñåêðåòàðøå.Ñåêðåòàðøå íóæíî îòïðàâèòü n
ðàçëè÷íûõ ïèñåì ïî n ðàçëè÷íûì àäðåñàì. Îíà ïîäïèñûâàåò êîíâåðòû è
ñëó÷àéíûì îáðàçîì âêëàäûâàåò ïèñüìà â êîíâåðòû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî íè îäíî ïèñüìî íå äîéäåò äî ñâîåãî àäðåñàòà?

Îêàçûâàåòñÿ, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü íå òàê ìàëà, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ
íà ïåðâûé âçãëÿä, è, ÷òî çàìå÷àòåëüíî, èìååò ïðåäåëîì (ïðè n → ∞) 1

e
=

0.367879 . . .. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ (ëèòåðàòóðíûì) âàðèàíòîì øèðîêî
èçâåñòíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷è î áåñïîðÿäêàõ, ðåøåíèåì êîòîðîé ìû
ñåé÷àñ è çàéìåìñÿ.
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Ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . an) ÷èñåë 1, 2, . . . , n íàçûâàåòñÿ áåñïîðÿäêîì,
åñëè äëÿ ëþáîãî i ai 6= i. ×åðåç Dn îáîçíà÷èì ÷èñëî âñåõ áåñïîðÿäêîâ
èç n ýëåìåíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å î ñåêðåòàðøå èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü
Pn ðàâíà îòíîøåíèþ Dn ê îáùåìó ÷èñëó âñåõ ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ:
Pn = Dn

n!
.

Ïóñòü A = {(a1, a2, . . . , an)} � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë
1, 2, . . . , n; Ai = {(a1, a2, . . . , an) | ai = i} � ìíîæåñòâî òåõ ïåðåñòàíîâîê,
ó êîòîðûõ íà i-ì ìåñòå ñòîèò ÷èñëî i, Ai = A \ Ai (i = 1, . . . , n).
Òîãäà ìíîæåñòâî áåñïîðÿäêîâ ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ
A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An, à Dn ðàâíî åãî ìîùíîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïðèìåíèòü ôîðìóëó âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ, íóæíî íàéòè ìîùíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ.

Èìååì: |A| = n!, ∀i |Ai| = (n − 1)! (òàê êàê âî âñåõ ïåðåñòàíîâêàõ,
âõîäÿùèõ â Ai, ïîëîæåíèå îäíîãî ÷èñëà ôèêñèðîâàíî, òî ÷èñëî òàêèõ ïå-
ðåñòàíîâîê ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïåðåñòàíîâîê n− 1 ýëåìåíòîâ), åñëè i 6= j,
òî |Ai ∩ Aj| = (n − 2)! (çäåñü ôèêñèðîâàíû ïîëîæåíèÿ äâóõ ýëåìåíòîâ);
âîîáùå: ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ k ìíîæåñòâ ðàâíà (n−k)! (k ÷èñåë �çíàþò�
ñâîè ìåñòà, ïåðåñòàâëÿþòñÿ îñòàâøèåñÿ n− k).

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî n ìíîæåñòâ Ai îáðàçóþò C2
n ïîïàðíûõ ïåðåñå-

÷åíèé, . . . , Ck
n ïåðåñå÷åíèé ïî k ìíîæåñòâ (k ≤ n). Òàêèì îáðàçîì,

Dn = |A1 ∩ . . . ∩ An| = |A| −
n∑

i=1

|Ai|+
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj| − . . . +

(−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤n

|Ai1 ∩ . . . ∩ Aik |+ . . . + (−1)n|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An| =

n!−C1
n(n− 1)!+C2

n(n− 2)!− . . .+(−1)kCk
n(n−k)!+ . . .+(−1)nCn

n(n−n)! =

n∑

k=0

(−1)kCk
n(n− k)! =

n∑

k=0

(−1)k n!

k!(n− k)!
(n− k)! =

n∑

k=0

(−1)k n!

k!
= n!(1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . . + (−1)n 1

n!
). (1)

Âîçâðàòèìñÿ (â ïîñëåäíèé ðàç) ê çàäà÷å î ñåêðåòàðøå. Èç ïîëó÷åííîé
ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà áåñïîðÿäêîâ ñëåäóåò:

lim
n→∞

Pn = lim
n→∞

Dn

n!
= lim

n→∞
(1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . . + (−1)n 1

n!
) = e−1.
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Ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà áåñïîðÿäêîâ. Íà îñíîâå ôîðìó-
ëû (1) ïîëó÷èì èíòåðåñíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Dn.

Dn+1 = (n + 1)!(1− 1

1!
+

1

2!
−+ . . . + (−1)n 1

n!
+ (−1)n+1 1

(n + 1)!
) =

(−1)n+1 +(n+1)n!(1− 1

1!
+

1

2!
−+ . . .+(−1)n 1

n!
) = (−1)n+1 +(n+1)Dn. (2)

Ïîëó÷åííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå Dn+1 = (−1)n+1 + (n + 1)Dn î÷åíü
ïîõîæå íà ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ðåêóððåíòíî âû÷èñëÿòü ôàêòîðèà-
ëû: (n + 1)! = (n + 1) · n! (âñ¼ îòëè÷èå � ñëàãàåìîå (−1)n+1). Â ñâÿçè ñ
ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ Dn èíîãäà íàçûâàþò ñóáôàê-
òîðèàëîì (èëè ïñåâäîôàêòîðèàëîì). Çíàÿ, ÷òî D1 = 0, ñ ïîìîùüþ (2)
íàéäåì íåñêîëüêî çíà÷åíèé Dn :

D2 = 1; D3 = 3 · 1− 1 = 2; D4 = 4 · 2 + 1 = 9; D5 = 5 · 9− 1 = 44.

Åù¼ îäíî ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàê:

Dn+2 = (n + 2)Dn+1 + (−1)n+2 = (n + 1)Dn+1 + (−1)n+2 + Dn+1 =

= (n + 1)Dn+1 + (−1)n+2 + (n + 1)Dn + (−1)n+1 = (n + 1)(Dn+1 + Dn).

Çàìåòèì, ÷òî ðåêóððåíòíîé çàâèñèìîñòè an+2 = (n+1)(an+1 +an) íàðÿäó ñ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïñåâäîôàêòîðèàëîâ Dn óäîâëåòâîðÿåò è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (îáû÷íûõ) ôàêòîðèàëîâ n! (óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî).

Îáîáùåíèåì çàäà÷è î áåñïîðÿäêàõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î âñòðå÷àõ. Ãî-
âîðÿò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . , an) ÷èñåë 1, 2, . . . , n èìååò k âñòðå÷,
åñëè ðîâíî k ÷èñåë �îñòàþòñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ� (êîãäà ïîðÿäêîâûé íîìåð
ýëåìåíòà â ïåðåñòàíîâêå ñîâïàäàåò ñ åãî âåëè÷èíîé: ai = i). ×èñëî ïåðå-
ñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ k âñòðå÷àìè îáîçíà÷èì Dn,k. Îòìåòèì íåñêîëüêî
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ: Dn,0 = Dn; Dn,n = 1; Dn,n−1 = 0. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî åñëè âñå ýëåìåíòû ïåðåñòàíîâêè, êðîìå îäíîãî, çà-
íèìàþò �ñâîè� ìåñòà, òî è ýòîìó ýëåìåíòó íå îñòàåòñÿ íè÷åãî äðóãîãî, êàê
çàíÿòü ìåñòî, ÷åé íîìåð ñîâïàäàåò ñ íèì, è, òàêèì îáðàçîì, ðîâíî n − 1
âñòðå÷ íå ìîæåò áûòü!

Êàæäóþ ïåðåñòàíîâêó n ýëåìåíòîâ ñ k âñòðå÷àìè ìîæíî ñãåíåðèðî-
âàòü, âûïîëíÿÿ ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.

1. Âûáðàòü k ýëåìåíòîâ, îñòàþùèõñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ.

2. Îñòàâøèåñÿ n− k ýëåìåíòîâ ïåðåñòàâèòü òàê, ÷òîáû íè îäèí èç íèõ íå
çàíÿë �ñâîåãî� ìåñòà.
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Ïåðâûé øàã âûïîëíÿåòñÿ Ck
n ñïîñîáàìè, âòîðîé � Dn−k ñïîñîáàìè. Ñ ïî-

ìîùüþ ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà âñòðå÷

Dn,k = Ck
nDn−k.

1.5.3. ×èñëî ñþðúåêöèé
Ïóñòü X è Y � íåêîòîðûå ìíîæåñòâà. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâà-
åòñÿ ñþðúåêöèåé, åñëè âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì
íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà X:

∀y ∈ Y ∃x ∈ X f(x) = y.

Îïðåäåëèì îáðàç ìíîæåñòâà ïðè çàäàííîì îòîáðàæåíèè êàê ìíîæåñòâî
îáðàçîâ âñåõ åãî ýëåìåíòîâ: f(X) = {f(x) | x ∈ X}. Îòîáðàæåíèå f : X →
Y ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(X) = Y .

Ïóñòü X è Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà: X = {x1, x2, . . . , xn},
Y = {y1, y2, . . . , ym}, ïðè÷åì n ≥ m. Íàéäåì ÷èñëî âñåõ ñþðúåêöèé
f : X → Y .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà:
A = {f : X → Y } � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç X â Y ;
F = {f : X → Y | f(X) = Y } � ìíîæåñòâî âñåõ ñþðúåêöèé;
Ai = {f : X → Y | yi /∈ f(X)},
Ai = A \ Ai = {f : X → Y | yi ∈ f(X)} (i = 1, . . . , m).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî F = A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Am. Âíîâü íàõîäèò ïðèìåíåíèå
ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ!

Êàæäîå îòîáðàæåíèå f : X → Y ìîæíî çàäàòü ðàçìåùåíèåì (ñ ïî-
âòîðåíèÿìè) îáúåìà n : (f(x1), f(x2), . . . , f(xn)). Äëÿ îòîáðàæåíèé f ∈ A
ýëåìåíòû óêàçàííîãî ðàçìåùåíèÿ âûáèðàþòñÿ èç m-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà Y ; äëÿ f ∈ Ai � èç m − 1-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà Y \ {yi}; äëÿ
f ∈ Ai ∩ Aj (i 6= j) � èç m − 2-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà Y \ {yi, yj} è ò.ä.
Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè óæå èçâåñòíà ÷èòàòåëþ;
ïðèìåíèâ åå, ïîëó÷èì |A| = mn; |Ai| = (m − 1)n; |Ai ∩ Aj| = (m − 2)n; . . .
Òàêèì îáðàçîì,

|F | = |A1 ∩ . . . ∩ Am| = |A| −
m∑

i=1

|Ai|+
∑

1≤i<j≤m

|Ai ∩ Aj| − . . . +

+(−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤m

|Ai1 ∩ . . . ∩ Aik |+ . . . + (−1)m|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ Am| =

= mn −m · (m− 1)n + C2
m(m− 2)n − . . . + (−1)m−1 · Cm−1

m · 1n.
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Èòàê, ÷èñëî ñþðúåêöèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà â m-ýëåìåíòíîå ìíî-
æåñòâî ðàâíî

m−1∑

k=0

(−1)kCk
m(m− k)n.

Ïðèìåð. n ðàçëè÷íûõ øàðîâ íóæíî ðàçìåñòèòü ïî m ðàçëè÷íûì
ÿùèêàì òàê, ÷òîáû íè îäèí ÿùèê íå îñòàëñÿ ïóñòûì. Êàêèì ÷èñëîì
ñïîñîáîâ ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

Ðåøåíèå. Ðàñïðåäåëåíèå øàðîâ ïî ÿùèêàì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà øàðîâ â ìíîæåñòâî ÿùèêîâ; îòñóòñòâèå ïó-
ñòûõ ÿùèêîâ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî óêàçàííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêöèåé. ×èñëî ñþðúåêöèé ïîäñ÷èòàíî âûøå.

1.5.4. Îáîáùåíèå ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-
èñêëþ÷åíèÿ

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, A1, A2, . . . , An � åãî ïîäìíîæåñòâà. Îïðå-
äåëèì ôóíêöèþ w(n) ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

w(0) = |A|, w(1) =
n∑

i=1

|Ai|, w(k) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

|Ai1 ∩ . . . ∩ Aik | (k ≤ n).

Ïóñòü N(r) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ðîâíî
r ðàçëè÷íûì ìíîæåñòâàì Ai (åñëè r = 0, òî � íè îäíîìó). Ñ ïîìîùüþ ââå-
äåííûõ ôóíêöèé ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé
âèä:

N(0) = w(0)− w(1) + w(2)− . . . + (−1)nw(n).

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî è áîëåå îáùåå ñîîòíîøå-
íèå:

N(r) = w(r)− C1
r+1w(r + 1) + C2

r+2w(r + 2) . . . + (−1)n−rCn−r
n w(n). (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A è ïîä-
ñ÷èòàåì åãî �âêëàä� â ïðàâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà. Âîçìîæíû
ñëåäóþùèå 3 ñëó÷àÿ:

1) ýëåìåíò âõîäèò ìåíåå, ÷åì â r ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ Ai, òîãäà îí íå
ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó ïåðåñå÷åíèþ r è áîëåå óïîìÿíóòûõ ìíîæåñòâ
è âêëàä åãî â ïðàâóþ ÷àñòü (1) ðàâåí íóëþ;
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2) ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò ðîâíî r ìíîæåñòâàì Ai, òîãäà îí ïðèíàäëåæèò
ðîâíî îäíîìó ïåðåñå÷åíèþ r ìíîæåñòâ è íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó
ïåðåñå÷åíèþ áîëüøåãî ÷èñëà ìíîæåñòâ; òàêèì îáðàçîì, âêëàä ýëå-
ìåíòà ðàâåí 1;

3) ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò k ìíîæåñòâàì Ai, ïðè÷åì k > r. Òîãäà îí âõîäèò
â Cr

k ïåðåñå÷åíèé r ìíîæåñòâ Ai, â Cr+1
k ïåðåñå÷åíèé r + 1 ìíîæåñòâ

Ai, â Cj
k ïåðåñå÷åíèé j ìíîæåñòâ Ai (j ≤ k). Âêëàä óêàçàííîãî ýëå-

ìåíòà â ïðàâóþ ÷àñòü (1) ðàâåí

k∑
j=r

(−1)j−rCj−r
j Cj

k = [â ñèëó êîìáèíàòîðíîãî òîæäåñòâà 1] =

k∑
j=r

(−1)j−rCr
j C

j
k = [â ñèëó 9] =

k∑
j=r

(−1)j−rCr
kC

j−r
k−r =

[i = j − r] = Cr
k

k−r∑
i=0

(−1)iCi
k−r = [â ñèëó 4] = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà èç ïðàâîé ÷àñòè (1) äàåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ A,
âõîäÿùèõ ðîâíî â r ïîäìíîæåñòâ Ai. Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð. Èç 100 ñòóäåíòîâ 60 ÷èòàþò æóðíàë A, 50 ÷èòàþò æóð-
íàë B, 50 � C, 30 � A è B, 20 � B è C, 40 � A è C, 10 � A,B è
C. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ íå ÷èòàåò íè îäèí èç òðåõ æóðíàëîâ? Ñêîëüêî
ñòóäåíòîâ ÷èòàåò ðîâíî äâà æóðíàëà?

Ðåøåíèå. Â äàííîé çàäà÷å â ðîëè èñõîäíîãî ìíîæåñòâà A âûñòóïàåò
ìíîæåñòâî èç 100 ñòóäåíòîâ, ïîäìíîæåñòâà A1, A2, A3 ñîñòàâëÿþò ñòóäåí-
òû, ÷èòàþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå æóðíàëû. Èìååì: w(0) = 100;
w(1) = 60 + 50 + 50 = 160; w(2) = 30 + 20 + 40 = 90; w(3) = 10.
Òîãäà N(0) = w(0)− w(1) + w(2)− w(3) = 20;
N(2) = w(2)− C1

3w(3) = 90− 3 · 10 = 60.
Îòâåò: 20 ÷åëîâåê íå ÷èòàåò æóðíàëîâ, 60 ÷åëîâåê ÷èòàåò ïî äâà æóð-

íàëà.

Òåìà 1.6. Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, x2, . . . óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñîîò-
íîøåíèþ

∀n ∈ N0 xn+k + a1xn+k−1 + . . . + akxn = 0, ak 6= 0, (1)
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ãäå a1, . . . , ak � íåêîòîðûå ÷èñëà.
Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ x0, x1, . . . , xk−1 ôîðìóëà (1) ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü; êàæäûé åå ýëåìåíò, íà÷èíàÿ ñ k-ãî, ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðåäûäóùèõ k ýëåìåíòîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè ai;
ïîýòîìó ôîðìóëó (1) íàçûâàþò ëèíåéíûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì
k-ãî ïîðÿäêà.

1.6.1. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé
Êàê ïåðåéòè îò ðåêóððåíòíîãî çàäàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ôîðìóëå,
âûðàæàþùåé çàâèñèìîñòü îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn îò åãî íî-
ìåðà n? Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ

xn+2 = axn+1 + bxn;

óðàâíåíèå λ2 − aλ− b = 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ êîðíÿ λ1 è λ2.
Òîãäà èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

xn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2

äëÿ íåêîòîðûõ c1 è c2, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìûõ ïî x1 è x2.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëà c1 è c2 îïðåäåëèì, ðåøàÿ ñèñòåìó äâóõ ëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè
{

c1λ1 + c2λ2 = x1;
c1λ

2
1 + c2λ

2
2 = x2.

(2)

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè λ1 6= 0, λ2 6= 0 è λ1 6= λ2, òî ñèñòåìà (2)
èìååò, è ïðè òîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå. Äîêàçûâàÿ òåîðåìó ïî èíäóêöèè,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî xk−1 = c1λ

k−1
1 + c2λ

k−1
2 è xk = c1λ

k
1 + c2λ

k
2. Òîãäà

xk+1 = axk + bxk−1 = c1λ
k−1
1 (aλ1 + b) + c2λ

k−1
2 (aλ2 + b) = c1λ

k+1
1 + c2λ

k+1
2 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n-é ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

xn = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 , ãäå λ1 6= λ2.

Òîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò ìåñòî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

xn+2 = axn+1 + bxn, ãäå a = λ1 + λ2, b = −λ1λ2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëà λ1 è λ2 ïî òåîðåìå, îáðàòíîé ê òåîðåìå Âèåòà,
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ λ2 = aλ + b. Ïîýòîìó

xn+2 = c1λ
n+2
1 + c2λ

n+2
2 = c1λ

n
1 (aλ1 + b) + c2λ

n
2 (aλ2 + b) = axn+1 + bxn.

Â îáùåì ñëó÷àå ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, óäîâëåòâîðÿþùåé ëèíåé-
íîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ k-ãî ïîðÿäêà

xn+k + a1xn+k−1 + . . . + akxn = 0,

èìååò âèä

xn =
s∑

i=1

λn
i Pi(n),

ãäå äëÿ i = 1, . . . , s λi� êîðåíü êðàòíîñòè ri õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

f(λ) = λk + a1λ
k−1 + . . . + ak,

Pi(n) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé ri−1. Êîíêðåòíûé âèä óêà-
çàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûìè k ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè: x0, x1, . . . , xk−1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà � ïðîñòûå (ò.å. êðàòíîñòè 1), òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn) ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå ñóììû ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé:

∀n ∈ N0 xn =
k∑

i=1

ciλ
n
i ,

ãäå ci � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

1. Íàéä¼ì âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

∀n ∈ N0 xn+2 = 2xn+1 − xn. (3)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå λ2 − 2λ + 1 = 0 èìååò äâóêðàòíûé
êîðåíü: λ1,2 = 1. ïîýòîìó îáùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìååò âèä:
xn = (an+b) ·1n = an+b, ãäå êîíñòàíòû a è b îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûìè
äâóìÿ ÷ëåíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, (xn) � àðèôìå-
òè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî ïðåäâèäåòü, çàìå-
òèâ, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ àðèôìå-
òè÷åñêîé ïðîãðåññèè: êàæäûé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñî
âòîðîãî, åñòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå åãî ñîñåäíèõ ÷ëåíîâ.
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2. Íàéä¼ì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xn), çàäàâàåìóþ ñîîòíîøåíèÿìè

x0 = 1, x1 = 3, x2 = 6, ∀n ∈ N0 xn+3 = 4xn+2 − 5xn+1 + 2xn.

Ðàçëîæèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íà ìíîæèòåëè:
λ3−4λ2+5λ−2 = (λ−1)2(λ−2). Âèä n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
xn = (an + b) + c · 2n. Êîíñòàíòû a, b, c íàéä¼ì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
x0 = b + c = 1; x1 = a + b + 2c = 3; x2 = 2a + b + 4c = 6.

Îòâåò: xn = n + 2n.

1.6.2. ×èñëà Ôèáîíà÷÷è
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

f0 = 0, f1 = 1, ∀n ∈ N0 fn+2 = fn+1 + fn.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå: λ2 − λ− 1 = 0. Åãî êîðíè
λ1,2 = 1±√5

2
; ôîðìóëà îáùåãî ÷ëåíà:

fn = c1

(
1 +

√
5

2

)n

+ c2

(
1−√5

2

)n

.

Êîýôôèöèåíòû c1 è c2 îïðåäåëèì èç �íà÷àëüíûõ óñëîâèé�:

f0 = c1 + c2 = 0, f1 = c1
1 +

√
5

2
+ c2

1−√5

2
= 1.

Ðåøèâ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, ïîëó÷èì îêîí÷à-
òåëüíûé ðåçóëüòàò:

fn =
1√
5

((
1 +

√
5

2

)n

−
(

1−√5

2

)n)
.

Ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó íàçûâàþò ôîðìóëîé Áèíý. Èç íå¼, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

fn+1

fn

=
1 +

√
5

2
= 1,618...; lim

n→∞
fn

fn+1

=

√
5− 1

2
= 0,618...

×èñëî 1+
√

5
2

= 1,618... íàçûâàþò çîëîòûì ñå÷åíèåì; îíî âûðàæàåò ñîáîé
ïðîïîðöèþ, êîòîðàÿ èñïîëüçîâàëàñü ãðåêàìè ïðè ñòðîèòåëüñòâå Ïàðôå-
íîíà, åãèïòÿíàìè � Âåëèêîé ïèðàìèäû â Ãèçå. Èçâåñòíî ìíåìîíè÷åñêîå
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ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå çàïîìíèòü ïåðâûå öèôðû äåñÿòè÷íîé çàïèñè ýòîãî
÷èñëà ïî êîëè÷åñòâó áóêâ â ñëîâàõ ïðåäëîæåíèÿ �À ôèãóðà ÿ êðàñèâàÿ�.

×èñëà Ôèáîíà÷÷è èçâåñòíû ñ XIII âåêà. Îá èõ ïðèëîæåíèÿõ ê ðàçëè÷-
íûì çàäà÷àì, â ÷àñòíîñòè, ê çàäà÷àì îïòèìèçàöèè ñì. [6]. Äëÿ ïðîãíî-
çèðîâàíèÿ ïåðèîäîâ êîëåáàíèÿ öåí íà âàëþòíîé áèðæå Ýëèîò ðàçðàáîòàë
òåîðèþ âîëí, â îñíîâó êîòîðîé ëåãëè ñâîéñòâà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.



37

Ðàçäåë 2. Òåîðèÿ ãðàôîâ
Êîðîòêàÿ èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà. Èñòîðèêè ìàòåìàòèêè ñ÷èòàþò, ÷òî
òåîðèÿ ãðàôîâ ðîäèëàñü â 1736 ã., êîãäà Ëåîíàðä Ýéëåð ðåøèë çàäà÷ó î
êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ (ñì. 2.3.). Â ñåðåäèíå XIX âåêà Ã. Êèðõãîô ââåë
ïîíÿòèå äåðåâà (2.4.) è ïðèìåíèë åãî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ öå-
ïåé. Òîãäà æå À. Êýëè èñïîëüçîâàë àïïàðàò äåðåâüåâ, îïèñûâàÿ ñòðîåíèå
óãëåâîäîðîäîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ ãðàôîâ ïåðåæèâàåò ïåðèîä áóðíîãî ðàçâè-
òèÿ, íàõîäÿ ñåáå ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷ íàóêè è
òåõíèêè.

Òåìà 2.1. Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû
2.1.1. Ïîíÿòèå ãðàôà

Ïðîñòûì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà G = 〈V,E〉, ãäå
V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ýëåìåíòû V � âåðøèíû ãðàôà);

E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ V
(ýëåìåíòû E � ð¼áðà ãðàôà).

Ïîÿñíèì âûáîð îáîçíà÷åíèé äëÿ ìíîæåñòâ âåðøèí è ð¼áåð. Ïî-àíãëèéñêè
âåðøèíà � vertex, ðåáðî � edge.

Ãðàôû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ðèñóíêàìè, â êîòîðûõ âåðøèíû èçîáðà-
æàþòñÿ òî÷êàìè, à ð¼áðà � ëèíèÿìè, ñîåäèíÿþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êè. Ñàì òåðìèí ãðàô âîçíèê êàê ñîêðàùåíèå ñëîâà graphic (ãðàôèê) è
áûë ââåäåí â 1936 ã. âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì Ä. Êåíèãîì.

Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå
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èçîáðàæåí ïðîñòîé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {a, b, c, d, e} è ìíîæå-
ñòâîì ð¼áåð E = {{a, b}, {a, c}, {b, c}, {c, d}}.

Ãðàô � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà G = 〈V, E〉, ãäå
V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (ýëåìåíòû V � âåðøèíû ãðàôà);

E � êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ V
(íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) (ýëåìåíòû E � ð¼áðà).
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Òåðìèí ìóëüòèìíîæåñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ýëåìåíòû â E ìîãóò ïî-
âòîðÿòüñÿ; ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû íàçûâàþò êðàòíûìè ð¼áðàìè.

Åñëè â ãðàôå èìååòñÿ ðåáðî e = uv, òî ãîâîðÿò:

âåðøèíû u è v � ñìåæíûå, èëè

ðåáðî e èíöèäåíòíî âåðøèíàì u è v; âåðøèíû u è v èíöèäåíòíû ðåáðó
e, èëè

ðåáðî e ñîåäèíÿåò âåðøèíû u è v, èëè

âåðøèíû u è v � êîíöû ðåáðà e.

Äâà ðàçëè÷íûõ ðåáðà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè èìåþò, ïî êðàé-
íåé ìåðå, îäíó îáùóþ âåðøèíó. Íà ðèñóíêå
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èçîáðàæåí ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {a, b, c, d, e} è ìóëüòèìíîæå-
ñòâîì ð¼áåð E : ab, ac, ac, bc, bb, cd.

Ðåáðî âèäà uu (ñîåäèíÿþùåå íåêîòîðóþ âåðøèíó ñàìó ñ ñîáîé) íà-
çûâàþò ïåòë¼é. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòîé ãðàô � ýòî ãðàô áåç ïåòåëü è
êðàòíûõ ð¼áåð.

Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà G = 〈V, A〉, ãäå
V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî âåðøèí;

A � êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ V
(íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) � ìóëüòèìíîæåñòâî äóã (A � ïåðâàÿ
áóêâà ñëîâà arc � äóãà (àíãë.)).

Íà ðèñóíêå

¡
¡¡S

SS,
,,

r

r

r
r

r
a c e

b dm

§ ¦-µ
R

?

µ
¾

èçîáðàæåí ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V = {a, b, c, d, e} è ìóëüòèìíîæå-
ñòâîì äóã A : (a, b), (a, c), (c, a), (b, c), (b, b), (c, d). Ê îðèåíòèðîâàííûì ãðà-
ôàì ìû âåðí¼ìñÿ ëèøü â êîíöå äàííîé ãëàâû.



39

Ñòåïåíüþ âåðøèíû ãðàôà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî èíöèäåíòíûõ åé ð¼áåð.
Ïðè ïîäñ÷¼òå ñòåïåíè âåðøèíû ïåòëþ áóäåì ó÷èòûâàòü äâàæäû. Îáîçíà-
÷åíèå ñòåïåíè âåðøèíû v : ρ(v). Âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé,
åñëè ρ(v) = 0, è âèñÿ÷åé, åñëè ρ(v) = 1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðîñòîå
óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. (Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ) Ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí
ãðàôà ðàâíà óäâîåííîìó ÷èñëó ð¼áåð:

∑
v∈V ρ(v) = 2|E|.

Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå ðåáðî äàåò âêëàä 2 ïðè ïîäñ÷¼òå ñóììû ñòåïåíåé
âñåõ âåðøèí. Â ÷àñòíîñòè, åñëè íåñêîëüêî ÷åëîâåê îáìåíÿëèñü ðóêîïîæà-
òèÿìè, òî îáùåå ÷èñëî ðóêîïîæàòèé áóäåò ÷¼òíûì (ãðàôîâàÿ ìîäåëü äëÿ
äàííîé çàäà÷è î÷åâèäíà).
Ñëåäñòâèå. Â ëþáîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí íå÷¼òíîé ñòåïåíè ÷¼òíî.

Ãðàôû G1 = 〈V1, E1〉 è G2 = 〈V2, E2〉 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ϕ : V1 → V2, ïðè
êîòîðîì äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí ïåðâîãî ãðàôà u, v ∈ V1 ÷èñëî ñîåäè-
íÿþùèõ èõ ð¼áåð ðàâíî ÷èñëó ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå èì
âåðøèíû âòîðîãî ãðàôà ϕ(u), ϕ(v). Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå èçîáðàæåíû
èçîìîðôíûå ãðàôû (ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó âåðøèíû â íèõ îáîçíà-
÷åíû îäèíàêîâûìè íîìåðàìè).
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Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ð¼áðà ãðàôà � ãèáêèå ðåçèíîâûå íèòè. Åñëè îò
îäíîãî ãðàôà ïåðåäâèæåíèåì âåðøèí (íå ðàçðûâàÿ íèòè) ìîæíî ïåðåéòè ê
äðóãîìó ãðàôó, òî ýòè ãðàôû èçîìîðôíû. Íà ñëåäóþùèõ äâóõ èëëþñòðà-
öèÿõ ïîêàçàíî, êàê ãðàôû ïåðåäâèæåíèåì âåðøèí (ñ ñîõðàíåíèåì ñâÿçåé
ìåæäó íèìè) ïåðåõîäÿò â èçîìîðôíûå èì ãðàôû.

Èëëþñòðàöèÿ 1 Èëëþñòðàöèÿ 2
ßñíî, ÷òî â èçîìîðôíûõ ãðàôàõ îäèíàêîâîå ÷èñëî âåðøèí, ð¼áåð (à

òàêæå ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð). Îäíàêî äàííîå óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íûì äëÿ èçîìîðôíîñòè. Äâà ãðàôà, èçîáðàæåííûå íèæå,
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íå ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè (õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî â îäíîì ãðàôå èìååòñÿ
�òðåóãîëüíèê�, à âî âòîðîì � íåò).
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Îòíîøåíèå èçîìîðôèçìà ãðàôîâ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ðåôëåêñèâíî-
ñòè, ñèììåòðè÷íîñòè è òðàíçèòèâíîñòè, ò.å. ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâà-
ëåíòíîñòè.

Ãðàô G′ = 〈V ′, E ′〉 íàçûâàþò ïîäãðàôîì ãðàôà G = 〈V,E〉 (îáîçíà-
÷åíèå G′ ⊂ G), åñëè V ′ ⊂ V, E ′ ⊂ E. Çàìåòèì, ÷òî åñëè G1 è G2 �
èçîìîðôíûå ãðàôû, òî äëÿ ëþáîãî ïîäãðàôà G1 íàéäåòñÿ èçîìîðôíûé
åìó ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ ïîäãðàôîì G2.

Ïîðÿäîê ãðàôà � ÷èñëî åãî âåðøèí. Ãðàô ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ïî-
ìå÷åííûì, åñëè åãî âåðøèíàì ïðèñâîåíû ìåòêè� ÷èñëà îò 1 äî n (ïðè÷åì
ó ðàçíûõ âåðøèí � ðàçíûå ìåòêè). ×àñòî ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü âåð-
øèíó ñ åå ìåòêîé.Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè ïîìå÷åííîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ
ìàòðèöà A = (aij), ãäå aij � ÷èñëî ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû i è j. Íè-
æå èçîáðàæåí ïîìå÷åííûé ãðàô 5-ãî ïîðÿäêà è ïðèâåäåíà åãî ìàòðèöà
ñìåæíîñòè.
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Ñâîéñòâà ìàòðèöû ñìåæíîñòè

1. Êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.

2. Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé: AT = A (ñèìâîë T îçíà÷àåò îïåðàöèþ
òðàíñïîíèðîâàíèÿ).

3. Ñóììà ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ðàâíà ñòåïåíè âåðøèíû i:
∑

j aij = ρ(i).

4. Ïóñòü A è A′ � ìàòðèöû ñìåæíîñòè èçîìîðôíûõ ãðàôîâ. Òîãäà íàé-
äåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê P , ÷òî A′ = PAP−1. Ìàòðèöà
ïåðåñòàíîâîê � ìàòðèöà, â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå êîòî-
ðîé íàõîäèòñÿ ðîâíî ïî îäíîé åäèíèöå, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè.

Ïåðâûå òðè ñâîéñòâà î÷åâèäíû; äîêàæåì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî. Ïóñòü ϕ �
ôóíêöèÿ, óñòàíàâëèâàþùàÿ èçîìîðôíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãðàôàìè G
è G′ ñ ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè ñîîòâåñòâåííî A è A′:

∀i, j a′ϕ(i),ϕ(j) = aij. (1)

Ñôîðìèðóåì ìàòðèöó P ñëåäóþùèì îáðàçîì: â i-é ñòðîêå ïîñòàâèì åäèíè-
öó â ϕ(i)-é ñòîëáåö. Òîãäà óìíîæåíèå ëþáîé ìàòðèöû (ñîîòâåòñòâóþùåé
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ðàçìåðíîñòè) ñëåâà íà P ïðèâîäèò ê òàêîé ïåðåñòàíîâêå åå ñòðîê, ÷òî i-
é ñòðîêîé ñòàíîâèòñÿ ñòðîêà ñ íîìåðîì ϕ(i) ìàòðèöû A (i = 1, . . . , n; n
�ïîðÿäîê ãðàôà). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå ïå-
ðåñòàíîâîê, ñîâïàäàåò ñ òðàíñïîíèðîâàííîé ê íåé: P−1 = P T . Óìíîæå-
íèå ìàòðèöû ñïðàâà íà P T ïðèâîäèò ê òàêîé ïåðåñòàíîâêå åå ñòîëáöîâ,
÷òî j-ì ñòîëáöîì ñòàíîâèòñÿ ñòîëáåö ñ íîìåðîì ϕ(j) äàííîé ìàòðèöû
(j = 1, . . . , n). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî, ñòîÿâøåå â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëá-
öå ìàòðèöû A, áóäåò íàõîäèòüñÿ â ϕ(i)-é ñòðîêå è ϕ(j)-ì ñòîëáöå ìàò-
ðèöû PAP−1 (i, j = 1, . . . , n). Â ñèëó (1) îòñþäà è âûòåêàåò òðåáóåìîå:
A′ = PAP−1.

Ð¼áåðíûì ãðàôîì L(G) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ãðàô, ìíîæåñòâî âåð-
øèí êîòîðîãî íàõîäèòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ìíîæå-
ñòâîì ð¼áåð G, ïðè÷åì äâå âåðøèíû â L(G) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñìåæíû ñîîòâåòñòâóþùèå èì ð¼áðà ãðàôà G. Ïðèìåðû ð¼áåðíûõ
ãðàôîâ ñì. íà ðèñóíêàõ,
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ãäå ð¼áðà ãðàôîâ G,G1, G2 ïîìå÷åíû òåìè æå íîìåðàìè, êîòîðûå èìåþò
ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðøèíû ð¼áåðíûõ ãðàôîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî èç èçî-
ìîðôíîñòè ãðàôîâ âûòåêàåò èçîìîðôíîñòü èõ ð¼áåðíûõ ãðàôîâ. Îáðàò-
íîå,âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî (ñì. ïðèìåðû). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûé
êîíòðïðèìåð ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èñêëþ÷åíèåì: èç ñâÿçíûõ ãðàôîâ
òîëüêî G1 è G2, áóäó÷è íåèçîìîðôíûìè, èìåþò èçîìîðôíûå ð¼áåðíûå
ãðàôû [17].

Ãðàô, â êîòîðîì íåò ð¼áåð, íàçûâàþò ïóñòûì. Ïóñòîé ãðàô ïîðÿäêà
n áóäåì îáîçíà÷àòü Nn. Âñå âåðøèíû ïóñòîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ èçîëèðî-
âàííûìè.

Ïðîñòîé ãðàô, â êîòîðîì ëþáûå äâå âåðøèíû ñìåæíû, íàçûâàþò ïîë-
íûì. Îáîçíà÷åíèå ïîëíîãî ãðàôà ïîðÿäêà n : Kn. ×èñëî ð¼áåð â Kn

ðàâíî C2
n = n(n−1)

2
.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ñòåïåíè r, åñëè ñòåïåíè âñåõ åãî âåð-
øèí ðàâíû r. Ãðàôû Kn è Nn ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, èõ ñòåïåíè ñîîò-
âåòñòâåííî n− 1 è 0. Ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 3 íàçûâàþò êóáè÷åñêèì.
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Â ÷àñòíîñòè, êóáè÷åñêèì áóäåò ãðàô, âåðøèíû è ð¼áðà êîòîðîãî ñîîòâåò-
ñòâóþò âåðøèíàì è ð¼áðàì êóáà. Êóáè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ è ãðàô Ïåòåðñå-
íà, èçîáðàæåííûé íà ðèñóíêå.
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Ïëàòîíîâûìè ãðàôàìè íàçûâàþò ãðàôû, îáðàçîâàííûå âåðøèíàìè è
ð¼áðàìè ïëàòîíîâûõ òåë � ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ.Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ
ðåãóëÿðíûìè.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí V ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ
V1 è V2, è ïðè ýòîì êàæäîå ðåáðî ãðàôà ñîåäèíÿåò êàêóþ-ëèáî âåðøèíó
èç V1 ñ êàêîé-ëèáî âåðøèíîé èç V2. Ìíîæåñòâà âåðøèí V1 è V2 áóäåì íà-
çûâàòü äîëÿìè ãðàôà. Çàìåòèì, ÷òî âåðøèíû äâóäîëüíîãî ãðàôà ìîæíî
�ðàñêðàñèòü� (ò.å. êàæäîé âåðøèíå ïðèïèñàòü íåêîòîðûé öâåò) â äâà öâåòà
òàê, ÷òî êàæäîå ðåáðî áóäåò èìåòü êîíöû ðàçíîãî öâåòà (âåðøèíû îäíî-
ãî öâåòà áóäóò ïðè ýòîì ñîñòàâëÿòü îäíó äîëþ). Ïîëíûì äâóäîëüíûì
ãðàôîì Kn,m íàçûâàåòñÿ äâóäîëüíûé ãðàô, â êîòîðûì äîëè èìåþò ñî-
îòâåòñòâåííî n è m âåðøèí, è ëþáûå äâå âåðøèíû, âõîäÿùèå â ðàçíûå
äîëè, ñìåæíû. Kn,m ñîäåðæèò nm ð¼áåð. Çâ¼çäíûì íàçûâàþò ãðàô K1,n.
Â í¼ì n âèñÿ÷èõ âåðøèí è îäíà âåðøèíà ñòåïåíè n. Íà ðèñóíêå èçîáðà-
æåíû äâóäîëüíûå ãðàôû.
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Îïåðàöèè íàä ãðàôàìè
Îáúåäèíåíèåì ãðàôîâ G1 = 〈V1, E1〉 è G2 = 〈V2, E2〉 íàçûâàåòñÿ

ãðàô G1 ∪G2 = 〈V1 ∪ V2, E1 ∪E2〉. Îáúåäèíåíèå ãðàôîâ � äèçúþíêòíîå,
åñëè îáúåäèíÿåìûå ãðàôû íå èìåþò îáùèõ âåðøèí: V1∩V2 = φ. Î÷åâèäíî,
÷òî îïåðàöèÿ îáúåäèíåíèÿ ãðàôîâ àññîöèàòèâíà; ïîýòîìó óïîòðåáëåíèå
çàïèñåé âèäà G1∪G2∪G3 èëè ∪iGi íå áóäåò ïðèâîäèòü ê íåäîðàçóìåíèÿì.

Ñîåäèíåíèå ãðàôîâ G1 = 〈V1, E1〉 è G2 = 〈V2, E2〉 � ãðàô G1 + G2,
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ãðàôîâ G1 ∪G2 äîáàâ-
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ëåíèåì âñåâîçìîæíûõ ð¼áåð âèäà v1v2, ãäå v1 ∈ V1, v2 ∈ V2. Íàïðèìåð,
Nn + Nm = Kn,m.

Äîïîëíåíèåì ê ïðîñòîìó ãðàôó G = 〈V, E〉 íàçûâàþò ãðàô G =
〈V, E〉, â êîòîðîì ìíîæåñòâî âåðøèí ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí èñ-
õîäíîãî ãðàôà G, è âåðøèíû ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè
íå ñìåæíû â ãðàôå G. Íàïðèìåð, Nn = Kn, Kn = Nn. Íåñëîæíî âèäåòü,
÷òî äîïîëíåíèå ê äîïîëíåíèþ G ñîâïàäàåò ñ G : G = G. Åñëè ãðàô G
c n âåðøèíàìè ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäãðàô ïîëíîãî ãðàôà Kn, òî ìîæ-
íî ñêàçàòü, ÷òî ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èç Kn âûáðàñûâàíèåì ð¼áåð ãðàôà G.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äîïîëíåíèå ê ðåãóëÿðíîìó ãðàôó åñòü ðåãóëÿðíûé
ãðàô.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äèçú-
þíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ ãðàôîâ è íåñâÿçíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ëþáîé ãðàô ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ñâÿç-
íûõ ãðàôîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ íàçûâàþò êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè èñ-
õîäíîãî ãðàôà. Íà ðèñóíêå ãðàô G2 � ñâÿçíûé, ãðàô G1 � íåñâÿçíûé
(ñîäåðæèò 3 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè).
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Öèêëè÷åñêèé ãðàô � ýòî ñâÿçíûé ðåãóëÿðíûé ãðàô ñòåïåíè 2. Öèê-
ëè÷åñêèé ãðàô ïîðÿäêà n îáîçíà÷àþò Cn. Ãðàô Wn = N1 + Cn−1 (n ≥ 3)
íàçûâàþò êîëåñîì.
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2.1.2. Ñâÿçíîñòü
Ìàðøðóòîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ð¼áåð âèäà

v0v1, v1v2, . . . , vm−1vm.

Êàæäîìó ìàðøðóòó ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí
v0, v1, . . . , vm; v0 íàçûâàþò íà÷àëüíîé âåðøèíîé ìàðøðóòà, à vm � êî-
íå÷íîé âåðøèíîé; ïðè ýòîì ãîâîðÿò î ìàðøðóòå èç v0 â vm. Ìàðøðóò
óäîáíî îáîçíà÷àòü â ñëåäóþùåì âèäå:

v0 → v1 → v2 → . . . → vm.
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Äëèíîé ìàðøðóòà íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âõîäÿùèõ â íåãî ð¼áåð. Òðèâè-
àëüíûé ìàðøðóò èìååò äëèíó 0 (îí íå ñîäåðæèò ð¼áåð è îïðåäåëÿåòñÿ
íà÷àëüíîé âåðøèíîé v0).

Ìàðøðóò íàçûâàåòñÿ öåïüþ, åñëè âñå åãî ðåáðà ðàçëè÷íû, è ïðîñòîé
öåïüþ, åñëè âñå åãî âåðøèíû ðàçëè÷íû, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü,
íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé. Åñëè â öåïè v0 = vm, òî öåïü íàçûâàþò çàìêíóòîé.

Öèêë â ãðàôå � çàìêíóòàÿ öåïü, ñîäåðæàùàÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
ðåáðî.

Äâå âåðøèíû ãðàôà u è v íàçîâåì ñâÿçàííûìè, åñëè â ãðàôå ñóùå-
ñòâóåò ìàðøðóò èç u â v. Çàìåòèì, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû ñâÿçàíû, òî
ñóùåñòâóåò ñîåäèíÿþùàÿ èõ ïðîñòàÿ öåïü.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èìååòñÿ
íåêîòîðûé ìàðøðóò èç u â v, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðîñòîé öåïüþ, òîãäà íàé-
äåòñÿ âåðøèíà ìàðøðóòà w, âñòðå÷àþùàÿñÿ â íåì íå ìåíåå äâóõ ðàç, è
ìàðøðóò èìååò âèä

u → . . . → w → w1 → . . . → w → . . . → v.

Óäàëèâ èç ìàðøðóòà ó÷àñòîê w1 → . . . → w, âíîâü ïîëó÷èì ìàðøðóò èç
u â v. Åñëè ïðè ýòîì îí íå áóäåò ïðîñòîé öåïüþ, òî óêàçàííóþ ïðîöåäóðó
ìîæíî ïîâòîðèòü. Áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç îíà âûïîëíÿòüñÿ íå áóäåò, òàê
êàê ÷èñëî ð¼áåð ãðàôà êîíå÷íî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðîñòóþ öåïü èç u
â v.

Îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà ÿâëÿåòñÿ îòíî-
øåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ðåôëåêñèâíîñòü ïðîèñòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî
êàæäàÿ âåðøèíà ñâÿçàíà ñàìà ñ ñîáîé òðèâèàëüíûì ìàðøðóòîì. Ñèììåò-
ðè÷íîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âçÿâ âåðøèíû ìàðøðóòà èç u â v â îáðàòíîì
ïîðÿäêå, ïîëó÷èì ìàðøðóò èç v â u. Òðàíçèòèâíîñòü òàêæå î÷åâèäíà: îáú-
åäèíèâ ìàðøðóòû èç u â v è èç v â w, ïîëó÷èì ìàðøðóò èç u â w.

Îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà íà êëàññû
ýêâèâàëåíòíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíû èç îäíîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíî-
ñòè âìåñòå ñ ñîåäèíÿþùèìè èõ ð¼áðàìè îáðàçóþò êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
ãðàôà (îïðåäåëåíèå êîòîðîé äàíî â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà). Ïî-
ñêîëüêó ñâÿçíûé ãðàô õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî èìååò îäíó êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè, ïðèõîäèì ê âûâîäó: ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ëþáûå äâå åãî âåðøèíû � ñâÿçàííûå.

Ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî åãî
ð¼áåð, óäàëåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè ãðàôà. Ðàçðåç � ìèíèìàëüíîå ðàçäåëÿþùåå ìíîæåñòâî (ò.å. òàêîå,
÷òî íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì ìíî-
æåñòâîì). Ðåáðî � ìîñòîì, åñëè îíî îáðàçóåò ðàçðåç.
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Ïðèìåðû. Äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå, {e1, e2, e3} � ðàç-
äåëÿþùåå ìíîæåñòâî (íî íå ðàçðåç); {e1, e2} � ðàçðåç; ð¼áðà e6 è e10 ÿâ-
ëÿþòñÿ ìîñòàìè.

Ëåììà 1. Ðåáðî â ãðàôå ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îíî íå âõîäèò íè â îäèí öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðåáðî e = uv � ìîñò. ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì u 6= v.
Ïðåäïîëîæèì ñóùåñòâîâàíèå öèêëà, ñîäåðæàùåãî ðåáðî e. Âîçüìåì äâå
ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû x è y èç òîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà, êî-
òîðîé ïðèíàäëåæèò ðåáðî e. Ïîêàæåì, ÷òî îíè îñòàíóòñÿ ñâÿçàííûìè è
ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáðà e. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðåáðî e âõîäèò â íåêîòîðûé
ìàðøðóò, ñîåäèíÿþùèé x è y ,òî e ìîæíî çàìåíèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ð¼áåð, ñîñòàâëÿþùèõ âìåñòå ñ e öèêë (ñì. ðèñóíîê).
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Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçàííîñòè íå ìåíÿåòñÿ ïîñëå óäàëåíèÿ e, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìîñòà.

Îáðàòíî. Ïóñòü ðåáðî e = uv íå âõîäèò íè â îäèí öèêë. Åñëè ïðè
óäàëåíèè e âåðøèíû u è v îñòàíóòñÿ ñâÿçàííûìè, ýòî áóäåò ãîâîðèòü î
ñóùåñòâîâàíèè ñîåäèíÿþùåé èõ ïðîñòîé öåïè. Îáúåäèíèâ åå ñ ðåáðîì e,
ïîëó÷èì öèêë â èñõîäíîì ãðàôå � ïðîòèâîðå÷èå! Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïðè óäàëåíèè e óâåëè÷èâàåòñÿ; e � ìîñò.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óòî÷íÿåò ïîíÿòèå ìîñòà.

Ëåììà 2. Óäàëåíèå ìîñòà óâåëè÷èâàåò ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ãðàôà íà åäèíèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e = uv � ìîñò. Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòó ñâÿç-
íîñòè, ñîäåðæàùóþ e. ×åðåç Hu îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî åå âåðøèí x, äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ìàðøðóò èç x â u, íå ñîäåðæàùèé ðåáðà e. Îñòàëüíûå
âåðøèíû ñîñòàâÿò ìíîæåñòâî Hv. Ýòè ìíîæåñòâà íå ïóñòû, òàê êàê u ∈ Hu

(âåðøèíà u ñâÿçàíà ñàìà ñ ñîáîé òðèâèàëüíûì ìàðøðóòîì) è v ∈ Hv (åñëè
áû ñóùåñòâîâàë ìàðøðóò èç v â u, íå ñîäåðæàùèé ðåáðà e, òî äîáàâèâ ê
íåìó ýòî ðåáðî, ïîëó÷èëè áû öèêë, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 1.). Óäàëèì
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èç ãðàôà ðåáðî e. Ëþáûå äâå âåðøèíû x, y èç Hu îñòàíóòñÿ ñâÿçàííûìè
ìåæäó ñîáîé ìàðøðóòîì âèäà x → . . . → u → . . . y. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
âåðøèí z, t èç Hv ëþáûå ïðîñòûå öåïè, ñâÿçûâàþùèå èõ ñ âåðøèíîé u
â èñõîäíîì ãðàôå, çàêàí÷èâàëèñü ðåáðîì e = vu; çíà÷èò, ïîñëå óäàëåíèÿ
ýòîãî ðåáðà z è t ñâÿçàíû ìàðøðóòîì âèäà z → . . . → v → . . . t. Òàêèì
îáðàçîì, óäàëåíèå e ïðèâåëî ê îáðàçîâàíèþ äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ñ
ìíîæåñòâàìè âåðøèí Hu è Hv). Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü â ïðîñòîì ãðàôå n âåðøèí, m ð¼áåð è k êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà n− k ≤ m ≤ (n−k)(n−k+1)

2
.

Íåðàâåíñòâî n−k ≤ m áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ð¼áåð. Áàçà
èíäóêöèè. Ïðè m = 0 n = k � íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Èíäóêöèîííûé
øàã. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ
ãðàôîâ ñ s ð¼áðàìè, ãäå s < m. Áóäåì â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè, m ð¼áðàìè
è k êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî óäàëÿòü ð¼áðà òàê, ÷òîáû
íå èçìåíÿëîñü ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, äî òåõ ïîð, ïîêà ýòî âîçìîæíî.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ãðàô ñ ïðåæíèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí è êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè è m′ ≤ m ð¼áðàìè, ïðè÷åì êàæäîå ðåáðî áóäåò ìîñòîì. Óäàëèì
åù¼ îäíî ðåáðî. Â ñèëó ëåììû 2. ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ñòàíåò ðàâ-
íûì k + 1. Òàê êàê ãðàô áóäåò èìåòü m′ − 1 ≤ m − 1 < m ð¼áåð, ê íåìó
ïðèìåíèìî ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: n − (k + 1) ≤ m′ − 1. Ñòàëî áûòü,
n− k ≤ m′, è òàê êàê m′ ≤ m, òî n− k ≤ m, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëî ð¼áåð ãðàôà ÷åðåç ÷èñëî åãî
âåðøèí è êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, äîïîëíèì êàæäóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè
ãðàôà äî ïîëíîãî ãðàôà. Ãðàô ïîñëå ýòîãî áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé äèçú-
þíêòíîå îáúåäèíåíèå ïîëíûõ ãðàôîâ G1∪ . . .∪Gk. Ïóñòü â i-é êîìïîíåíòå
ni âåðøèí (i = 1, . . . , k). Ìîæíî ëè åù¼ óâåëè÷èòü ÷èñëî ð¼áåð, íå ìå-
íÿÿ ïðè ýòîì ÷èñëà âåðøèí è êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè? Ìîæíî, åñëè íàéäóò-
ñÿ äâå êîìïîíåíòû, â êàæäîé èç êîòîðûõ íå ìåíåå äâóõ âåðøèí. Ïóñòü
2 ≤ ni ≤ nj. �Îòáåðåì� îäíó âåðøèíó ó Gi (ïîòåðÿâ ïðè ýòîì ni− 1 ð¼áåð)
è �ïåðåäàäèì� åå ãðàôó Gj (ïðèîáðåòÿ çàòî nj ð¼áåð). Êîëè÷åñòâî ð¼áåð
óâåëè÷èòñÿ íà âåëè÷èíó nj − (ni − 1) = nj − ni + 1 ≥ 1. Ïîâòîðÿÿ îïè-
ñàííóþ ïðîöåäóðó, ïîêà ýòî âîçìîæíî, ïðèäåì â êîíöå êîíöîâ ê ãðàôó ñ
k − 1 èçîëèðîâàííûìè âåðøèíàìè è êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè, ïðåäñòàâëÿ-
þùåé ñîáîé ïîëíûé ãðàô ñ n− k + 1 âåðøèíàìè. Ïîëó÷åííûé ãðàô èìå-
åò (n−k+1)(n−k)

2
ð¼áåð. Ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì ïðîâåäåííîì ïðåîáðàçîâàíèè

÷èñëî ð¼áåð âîçðàñòàëî, ïîëó÷èì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå: m ≤ (n−k+1)(n−k)
2

;
ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîë-
íîãî ãðàôà è ïóñòûõ ãðàôîâ.
Ñëåäñòâèå. Åñëè â ïðîñòîì ãðàôå n âåðøèí è m ð¼áåð è m > (n−1)(n−2)

2
,
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òî ãðàô ñâÿçåí.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ãðàô íå áûë ñâÿçåí è ÷èñëî åãî êîìïîíåíò k ≥ 2,
òî ÷èñëî ð¼áåð óäîâëåòâîðÿëî áû íåðàâåíñòâó
m ≤ (n−k)(n−k+1)

2
≤ (n−1)(n−2)

2
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

2.1.3. Ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
Ïóñòü G = 〈V, E〉 � ñâÿçíûé ãðàô. ×åðåç d(u, v) îáîçíà÷èì äëèíó êðàò-
÷àéøåé öåïè, ñâÿçûâàþùåé âåðøèíû u è v. Ïîêàæåì, ÷òî d(u, v) îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè ìåòðèêè.
Ñèììåòðè÷íîñòü. ∀u, v ∈ V d(u, v) = d(v, u). Ñâîéñòâî î÷åâèäíî.

Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. ∀u, v, w ∈ V d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v).
Äåéñòâèòåëüíî, îáúåäèíèâ êðàò÷àéøèå öåïè èç u â w è èç w â v,
ïîëó÷èì ìàðøðóò èç u â v äëèíîé d(u,w)+d(w, v), äëèíà êðàò÷àéøåé
öåïè èç u â v áóäåò íå áîëåå ýòîé âåëè÷èíû.

Íåâûðîæäåííîñòü. ∀u, v ∈ V d(u, v) ≥ 0; d(u, v) = 0 ⇐⇒ u = v.
Íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ d(u, v).

Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà ââåäåíà ñòðóêòó-
ðà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. d(u, v) áóäåì íàçûâàòü ðàññòîÿíèåì
ìåæäó âåðøèíàìè u è v.

Ýêñöåíòðèñèòåòîì âåðøèíû u íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé
îò u äî äðóãèõ âåðøèí ãðàôà: e(u) = maxv∈V d(u, v).

Ìèíèìàëüíûé ýêñöåíòðèñèòåò âåðøèí ãðàôà íàçûâàþò ðàäèóñîì
ãðàôà: r(G) = minu∈V e(u), à ìàêñèìàëüíûé ýêñöåíòðèñèòåò �
äèàìåòðîì: d(G) = maxu∈V e(u). Äðóãèìè ñëîâàìè, äèàìåòð ãðàôà �
ýòî íàèáîëüøåå èç ðàññòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè ãðàôà. Åñëè
ýêñöåíòðèñèòåò âåðøèíû ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì ãðàôà, òî âåðøèíó
íàçûâàþò öåíòðàëüíîé. Öåíòðàëüíûå âåðøèíû ãðàôà ñîñòàâëÿþò åãî
öåíòð. Âåðøèíà íàçûâàåòñÿ ïåðèôåðèéíîé, åñëè åå ýêñöåíòðèñèòåò
ðàâåí äèàìåòðó ãðàôà.

Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Â ïîëíîì ãðàôå Kn (n > 1) ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ (ðàçíûìè) âåðøèíàìè ðàâíî 1, ïîýòîìó r(Kn) = d(Kn) = 1. Â
ïîëíîì ãðàôå êàæäàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ è ïåðèôåðèéíîé, è öåíòðàëüíîé.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ öèêëè÷åñêîãî ãðàôà Cn, äëÿ
êîòîðîãî ðàäèóñ òàêæå ñîâïàäàåò ñ äèàìåòðîì: r(Cn) = d(Cn) = [n

2
] ([.] �

îáîçíà÷åíèå öåëîé ÷àñòè).
Äëÿ êîëåñà Wn ðàäèóñ ðàâåí åäèíèöå, à äèàìåòð � äâóì, îäíà âåðøèíà

ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé, à îñòàëüíûå � ïåðèôåðèéíûå.
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Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàäèóñîì è äèàìåòðîì ãðàôà.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

r(G) ≤ d(G) ≤ 2r(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-
äåëåíèé:

r(G) = min
u

e(u) ≤ max
u

e(u) = d(G).

×òîáû äîêàçàòü âòîðîå íåðàâåíñòâî, ïîëîæèì: d(u, v) = d(G);
e(w) = r(G). Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷èì:

d(G) = d(u, v) ≤ d(u,w) + d(w, v) ≤ e(w) + e(w) = 2r(G).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåìà 2.2. Ãàìèëüòîíîâû ãðàôû
Ó. Ãàìèëüòîí � èðëàíäñêèé ìàòåìàòèê è àñòðîíîì � â 1859 ãîäó ïðèäó-
ìàë ãîëîâîëîìêó �Êðóãîñâåòíîå ïóòåøåñòâèå�, ñîñòîÿâøóþ â ñëåäóþùåì:
êàæäîé âåðøèíå äîäåêàýäðà ïðèïèñàíî èìÿ èçâåñòíîãî ãîðîäà; íåáõîäè-
ìî ïî ð¼áðàì ïðîëîæèòü çàìêíóòûé ïóòü, êîòîðûé ïðîõîäèë áû ÷åðåç
âñå ãîðîäà, ïðè÷åì êàæäûé ãîðîä äîëæåí âñòðåòèòüñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Â
÷åñòü Ãàìèëüòîíà ãðàôû, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ìàðøðóòû ñ ïîäîáíûì
ñâîéñòâîì, áûëè íàçâàíû ãàìèëüòîíîâûìè.

Ïåðåéä¼ì ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì. Ãðàô G � ãàìèëüòîíîâ, åñëè â íåì
ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ öåïü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðà-
ôà; óêàçàííóþ öåïü íàçûâàþò ïðè ýòîì ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì. Åñëè
â ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèÿõ îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ çàìêíóòîñòè, òî
ïðèä¼ì ê ïîíÿòèÿì ïîëóãàìèëüòîíîâà ãðàôà è ãàìèëüòîíîâîé öåïè.

@
@

¡
¡

¡¡

@
@

@@ @
@

@@

r r r r r r
r

r r r r r
G1 G2 G3

Íà ðèñóíêå ãðàô G1 íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì (è äàæå ïîëóãàìèëüòî-
íîâûì), G2 � ïîëóãàìèëüòîíîâ ãðàô, G3 � ãàìèëüòîíîâ.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê íàõîæäåíèþ ãàìèëüòîíîâûõ
öèêëîâ â ãðàôå.
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1. Íà îáåä çà êðóãëûì ñòîëîì ïðèãëàøåíû ãîñòè. Òðåáóåòñÿ ðàññàäèòü
èõ òàê, ÷òîáû ñèäÿùèå ðÿäîì áûëè â äðóæåñêèõ îòíîøåíèÿõ.
Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû � ãîñòè, à íàëè÷èå ðåáðà,
ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû u è v, ãîâîðèò î �äðóæáå� ìåæäó u è v. Ãî-
ñòåé ñëåäóåò ðàññàäèòü çà êðóãëûì ñòîëîì â òàêîì ïîðÿäêå, ÷òîáû
ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåðøèíû áûëè ïîñëåäîâàòåëüíûìè âåðøèíàìè
íåêîòîðîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà.

2. Çàäà÷à Ýéëåðà î êîíå. Îáîéòè õîäîì êîíÿ øàõìàòíóþ äîñêó, ïî-
ñåòèâ ïðè ýòîì êàæäóþ êëåòêó ðîâíî îäèí ðàç è ïîñëåäíèì (64-ì)
õîäîì âåðíóòüñÿ â íà÷àëüíóþ êëåòêó.
Çäåñü ãðàô ñîäåðæèò 64 âåðøèíû (êëåòêè äîñêè). Äâå âåðøèíû ñî-
åäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè âîçìîæåí õîä êîíÿ ñ îäíîé êëåòêè â äðó-
ãóþ. Ñòåïåíè âåðøèí âàðüèðóþòñÿ îò 2 äî 8. Ýòà çàäà÷à äîñòàòî÷íî
øèðîêî îïèñàíà â çàíèìàòåëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Åñòü
÷òî-òî ïðèòÿãàòåëüíîå â çàäà÷å Ýéëåðà î êîíå, åñëè äàæå íà ñòóäåí-
÷åñêèõ ïàðòàõ ìîæíî âñòðåòèòü íàðÿäó ñ òðàäèöèîííûìè æàíðàìè
�íàñêàëüíîãî èçîáðàçèòåëüíîãî èñêóññòâà� èçîáðàæåíèÿ øàõìàòíîé
äîñêè, êëåòêè êîòîðîé ïðîíóìåðîâàíû â ñîîòâåòñòâèå ñ ìàðøðóòîì
êîíÿ!

3. Çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà. Áðîäÿ÷èé òîðãîâåö1 (êîììèâîÿæåð)
äîëæåí ïîñåòèòü n ïóíêòîâ. Èçâåñòíà ñòîèìîñòü ïðîåçäà
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïóíêòàìè. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü íàèáîëåå
�äåø¼âûé� çàìêíóòûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå ïóíêòû.
Âìåñòî ñòîèìîñòè ïðîåçäà ìîæíî ãîâîðèòü, êîíå÷íî, î âðåìåíè
èëè ðàññòîÿíèè. Â ëþáîì ñëó÷àå, êàæäîìó ðåáðó ãðàôà ïðèïèñàí
íåêîòîðûé �âåñ�; çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ãàìèëüòîíîâà öèêëà
ìèíèìàëüíîãî âåñà (âåñ öèêëà � ñóììà âåñîâ ñîñòàâëÿþùèõ
åãî ð¼áåð). Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, îòíîñèòñÿ ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ
NP-ïîëíûõ çàäà÷.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (n) ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ
ñ n âåðøèíàìè, à ÷åðåç PG(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ïîìå÷åííûõ
ãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè. Â 1969 ã. ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê
Â.À. Ïåðåïåëèöà äîêàçàë, ÷òî

lim
n→∞

|PG(n)|
|P (n)| = 1.

1Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí
Traveling salesman problem (TSP).
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Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �ñëó÷àéíûé� ãðàô ñ n âåðøèíàìè
ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ñ ðîñòîì n. Íå óñòàíîâëåíî
ïðîñòûõ êðèòåðèåâ ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà. Ïðèâåä¼ì îäíî èç äîñòàòî÷-
íûõ óñëîâèé ãàìèëüòîíîâîñòè.

Òåîðåìà 9. (Î. Îðå, 1960 ã.) Åñëè â ïðîñòîì ãðàôå ñ n âåðøèíàìè
(n ≥ 3) äëÿ ëþáîé ïàðû íåñìåæíûõ âåðøèí u è v âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

ρ(u) + ρ(v) ≥ n,

òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà. Ïóñòü G � ïðîñòîé íåãàìèëüòîíîâ ãðàô, ñîäåðæàùèé n ≥ 3

âåðøèí, â êîòîðîì íåñìåæíûå âåðøèíû u è v ñîåäèíÿåò ãàìèëüòîíîâà
öåïü. Òîãäà ρ(u) + ρ(v) ≤ n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Â ãàìèëüòîíîâîé öåïè u → . . . → v, ãäå âåð-
øèíû u è v íå ñìåæíû, ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà, ñìåæíàÿ ñ u (îáîçíà÷èì
å¼ u′), íå ìîæåò ñëåäîâàòü çà âåðøèíîé (íàïðèìåð, v′), ñìåæíîé ñ v. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ãàìèëüòîíîâà öåïü u → . . . → v′ → u′ → . . . → v ëåãêî ïðåîá-
ðàçóåòñÿ â ãàìèëüòîíîâ öèêë u → . . . → v′ → v → . . . → u′ → u. Ïîýòîìó
÷èñëî âåðøèí, íå ñìåæíûõ ñ u, íå ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí, ñìåæíûõ ñ v, òî
åñòü n− 1− ρ(u) ≥ ρ(v), èëè ρ(u) + ρ(v) ≤ n− 1. 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî ãðàô íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëü-
òîíîâûì, áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿòü ê íåìó ð¼áðà äî òåõ ïîð, ïîêà
îí íå ñòàíåò ãàìèëüòîíîâûì. Óäàëèâ ïîñëåäíåå äîáàâëåííîå ðåáðî uv, ïî-
ëó÷èì ïîëóãàìèëüòîíîâ ãðàô G′, íå ÿâëÿþùèéñÿ ãàìèëüòîíîâûì. Â íåì
ñóùåñòâóåò ãàìèëüòîíîâà öåïü u → . . . → v, ïðè÷åì âåðøèíû u è v íå
ñìåæíû. Ïðèìåíåíèå ëåììû äà¼ò: ρ′(u)+ρ′(v) ≤ n−1, ãäå ρ′(u), ρ′(v) � ñòå-
ïåíè âåðøèí u è v â ãðàôå G′. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ρ′(u) ≥ ρ(u), ρ′(v) ≥
ρ(v), îòêóäà ρ(u)+ρ(v) ≤ ρ′(u)+ρ′(v) ≤ n−1 < n. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå
ñ óñëîâèåì. 2

Ñëåäñòâèå (Ã. Äèðàê, 1952 ã.). Åñëè â ïðîñòîì ãðàôå ïîðÿäêà n ≥ 3 ñòå-
ïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ìåíüøå n/2, òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíî-
âûì.

Òåìà 2.3. Ýéëåðîâû ãðàôû
Ñâÿçíûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ
öåïü, ñîäåðæàùàÿ âñå ð¼áðà ãðàôà; óêàçàííóþ öåïü íàçûâàþò ïðè ýòîì ýé-
ëåðîâûì öèêëîì. Åñëè â ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèÿõ ñíÿòü òðåáîâàíèå
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çàìêíóòîñòè, òî ïðèä¼ì ê ïîíÿòèÿì ïîëóýéëåðîâà ãðàôà è ýéëåðî-
âîé öåïè.
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G1 G2 G3

Íà ðèñóíêå ãðàô G1 íå ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì (è äàæå ïîëóýéëåðîâûì), G2

� ïîëóýéëåðîâ ãðàô, G3 � ýéëåðîâ.
Óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàô ýéëåðîâûì, î÷åíü ïðîñòî ââèäó ñëåäóþùåé

òåîðåìû.

Òåîðåìà 10. (Ë. Ýéëåð, 1736 ã.) Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ åãî âåðøèíà èìååò ÷¼òíóþ
ñòåïåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Íà÷íåì äâèæåíèå ïî ýéëåðîâó öèêëó
ñ �ñåðåäèíû� ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà è áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü (ïî õîäó äâè-
æåíèÿ) ñòåïåíè âåðøèí. Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç âåðøèíó å¼ (òåêóùàÿ)
ñòåïåíü óâåëè÷èâàåòñÿ íà 2. Ïîýòîìó ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ýéëåðîâà ãðà-
ôà ÷¼òíû.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ñíà÷àëà äîêàæåì óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïðèãîäèòñÿ íàì
è â äàëüíåéøåì.

Ëåììà.Ïóñòü âñå âåðøèíû ãðàôà èìåþò ÷¼òíóþ ñòåïåíü. Òîãäà ÷åðåç
êàæäóþ íåèçîëèðîâàííóþ âåðøèíó ãðàôà ïðîõîäèò íåêîòîðûé öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Áóäåì ñòðîèòü öèêë, èñõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîé
íåèçîëèðîâàííîé âåðøèíû v. Åñëè â ãðàôå èìååòñÿ ïåòëÿ vv, òî òðåáóå-
ìûé öèêë óæå åñòü. Ïóñòü òåïåðü vv1 � ïðîèçâîëüíîå ðåáðî (íå ÿâëÿþ-
ùååñÿ ïåòë¼é), èíöèäåíòíîå âåðøèíå v. Ïîñêîëüêó ñòåïåíü v1 íå ìåíüøå
äâóõ, ñóùåñòâóåò ðåáðî v1v2, îòëè÷íîå îò vv1. Åñëè v2 6= v, òî ìàðøðóò
v → v1 → v2 ìîæíî íàðàñòèòü íåêîòîðûì ðåáðîì v2v3. Èç-çà ÷¼òíîñòè
ñòåïåíè êàæäîé âåðøèíû ìàðøðóò ìîæíî óäëèíÿòü âñÿêèé ðàç, åñëè ïî-
ïàäàåì â âåðøèíó, îòëè÷íóþ îò v. Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ð¼áåð
÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ îïèñàííîé ïðîöåäóðû âîçíèêíåò çàìêíóòàÿ
öåïü v → v1 → . . . → v.2

Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ïîñêîëüêó â äàííîì ãðàôå öèê-
ëû åñòü, è êîëè÷åñòâî èõ êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò ñàìûé äëèííûé èç íèõ.
Ïóñòü C : v → v1 → . . . → v � öèêë íàèáîëüøåé äëèíû. Íóæíî äîêàçàòü,
÷òî îí ñîäåðæèò âñå ð¼áðà ãðàôà. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ïîñëå óäàëå-
íèÿ ð¼áåð, ñîñòàâëÿþùèõ öèêë C, âîçíèêíåò íåïóñòîé ãðàô G′, â êîòîðîì
ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ïî-ïðåæíåìó ÷¼òíû. Åñëè ïðè ýòîì âåðøèíû, ÷åðåç
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êîòîðûå ïðîõîäèë öèêë C, ñòàíóò èçîëèðîâàííûìè, òî èñõîäíûé ãðàô íå
ñâÿçåí, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò, â G′ íàéä¼òñÿ íåèçîëèðîâàííàÿ
âåðøèíà w. Ñîãëàñíî ëåììå, ÷åðåç íå¼ ïðîõîäèò íåêîòîðûé öèêë C ′, ñî-
ñòàâëåííûé èç ð¼áåð ãðàôà G′. Îáúåäèíèâ öèêëû C è C ′ (à ýòî âîçìîæíî,
ïîñêîëüêó ó íèõ åñòü îáùàÿ âåðøèíà è íåò îáùèõ ð¼áåð), ïîëó÷èì öèêë
äëèííåå C � ïðîòèâîðå÷èå. 2

Ñëåäñòâèå. Ñâÿçíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïîëóýéëåðîâûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà â íåì íå áîëåå äâóõ âåðøèí èìåþò íå÷¼òíóþ ñòåïåíü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â òåîðåìå.
Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè âåðøèí íå÷¼òíîé ñòåïåíè íåò, òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ
ýéëåðîâûì, à, çíà÷èò, è ïîëóýéëåðîâûì. Ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû î ðóêî-
ïîæàòèÿõ ðîâíî îäíîé âåðøèíû íå÷¼òíîé ñòåïåíè íå ìîæåò áûòü. Ïóñòü
òåïåðü â ãðàôå ðîâíî äâå âåðøèíû èìåþò íå÷¼òíóþ ñòåïåíü. Ñîåäèíèâ ýòè
äâå âåðøèíû íîâûì ðåáðîì, ïîëó÷èì, ñîãëàñíî òåîðåìå, ýéëåðîâ ãðàô. Ïî-
ñòðîèì â íîâîì ãðàôå ýéëåðîâ öèêë; óäàëåíèå ðàíåå äîáàâëåííîãî ðåáðà
ïðèâîäèò ê ýéëåðîâîé öåïè â èñõîäíîì ãðàôå.

Çàäà÷à î êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ
Âî âðåìåíà Ëåîíàðäà Ýéëåðà ñåìü ìîñòîâ ãîðîäà Êåíèãñáåðãà (íûíå

Êàëèíèíãðàä) áûëè ðàñïîëîæåíû íà ðåêå Ïðåãåëü òàê, êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå.
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Ìîã ëè æèòåëü ýòîãî ãîðîäà, âûéäÿ èç äîìà, âåðíóòüñÿ îáðàòíî, ïðîéäÿ
ïî êàæäîìó ìîñòó ðîâíî îäèí ðàç? Ðàññìîòðèì ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî
îòâå÷àþò ñâÿçíûì ó÷àñòêàì ñóøè (äâóì áåðåãàì ðåêè è äâóì îñòðîâàì),
à ð¼áðà � ìîñòàì. Âñå ÷åòûðå âåðøèíû ãðàôà èìåþò íå÷¼òíóþ ñòåïåíü,
ñòàëî áûòü, îòâåò ê çàäà÷å îòðèöàòåëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá ýéëåðîâûõ ãðàôàõ èìååò êîíñòðóêòèâíûé
õàðàêòåð, íà åãî îñíîâå ìîæåò áûòü ïîñòðîåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýéëå-
ðîâà öèêëà â ãðàôå, îäíàêî ýòîò àëãîðèòì áóäåò ðåêóðñèâíûì (ïðè êîí-
ñòðóèðîâàíèè ýéëåðîâà öèêëà èñïîëüçóþòñÿ ýéëåðîâû öèêëû â íåêîòîðûõ
ïîäãðàôàõ èñõîäíîãî ãðàôà). Èçâåñòåí ñëåäóþùèé íåðåêóðñèâíûé

Àëãîðèòì Ôë¼ðè ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà öèêëà
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1. Íà÷àòü öèêë ñ ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû u. Ïðèñâîèòü ïðîèçâîëüíî-
ìó ðåáðó uv, èíöèäåíòíîìó u, íîìåð 1. Óäàëèòü èç ãðàôà ðåáðî uv,
ïåðåéòè â âåðøèíó v.

2. Ïóñòü ïîñëå k øàãîâ ìû íàõîäèìñÿ â âåðøèíå w. Âûáðàòü ïðîèç-
âîëüíîå ðåáðî wt, ïðè÷åì ìîñò âûáèðàåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
íåò äðóãîé âîçìîæíîñòè. Ðåáðó wt ïðèñâîèòü íîìåð k + 1. Óäàëèòü
èç ãðàôà ðåáðî wt, ïåðåéòè â âåðøèíó t.

×èñëî øàãîâ â îïèñàííîì àëãîðèòìå ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ð¼áåð â ãðàôå.
Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà ð¼áðà èñõîäíîãî ãðàôà áóäóò ïðîíóìå-
ðîâàíû â ïîðÿäêå èõ ñëåäîâàíèÿ â ýéëåðîâîì öèêëå.

Èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Ôë¼ðè
Äîêàæåì êîððåêòíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Òåîðåìà 11. Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà Ôë¼ðè ê ïðîèçâîëüíîìó ýéëåðîâó
ãðàôó âñåãäà ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ýéëåðîâà öèêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � ýéëåðîâ ãðàô. Òîãäà ñòåïåíü êàæäîé åãî
âåðøèíû ÷¼òíà. Â ñèëó ýòîãî àëãîðèòì ìîæåò çàêîí÷èòü ñâîþ ðàáîòó ëèøü
â íà÷àëüíîé âåðøèíå u, ïîñòðîèâ ïðè ýòîì íåêîòîðûé öèêë C. Íóæíî äî-
êàçàòü, ÷òî öèêë C âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ð¼áðà ãðàôà G. Åñëè ýòî íå òàê, òî
ïîñëå óäàëåíèÿ ð¼áåð C ãðàô ðàñïàäàåòñÿ íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, õîòÿ
áû îäíà èç êîòîðûõ (íàçîâåì å¼ B) ñîäåðæèò ð¼áðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
ìóëüòèìíîæåñòâî âñåõ ð¼áåð öèêëà C, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì B. Ïóñòü
a � íàèáîëüøèé íîìåð ðåáðà (ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà Ôë¼ðè) èç A, òîãäà ê ìîìåíòó óäàëåíèÿ äàííîãî ðåáðà èç ãðàôà îíî
áûëî ìîñòîì; îäíàêî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðàâèëó âûáîðà î÷åðåäíîãî ðåá-
ðà: ïîñêîëüêó â êîìïîíåíòå B ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû ÷¼òíà (ýòî ëåãêî
âèäåòü), òî â íåé ñóùåñòâóåò öèêë, èäÿ ïî êîòîðîìó (íàïîìíèì, ëþáîå ðåá-
ðî öèêëà � íå ìîñò) ìîæíî áûëî èçáåæàòü ïðåæäåâðåìåííîãî óäàëåíèÿ
ìîñòà. Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà Ôë¼ðè äîêàçàíà.2

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïîñòðî-
åííîãî ãðàôà âåðîÿòíîñòü åãî ýéëåðîâîñòè (ïðè áîëüøîì ÷èñëå âåðøèí)
ìàëà.

Òåîðåìà 12. (Ð. Ðåéä, 1962 ã.) Ïóñòü P (n) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðî-
ñòûõ ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè, Pe(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðî-
ñòûõ ïîìå÷åííûõ ýéëåðîâûõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè. Òîãäà

lim
n→∞

|Pe(n)|
|P (n)| = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P0(n) � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ïîìå÷åííûõ
ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè, ñòåïåíü êàæäîé èç êîòîðûõ ÷¼òíà. Ñâÿçíûå ãðàôû
èç P0(n) ñîñòàâëÿþò, êàê èçâåñòíî, Pe(n); ïîýòîìó Pe(n) ⊂ P0(n) è |Pe(n)| ≤
|P0(n)|. Êàæäûé ãðàô èç P (n) îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì
ð¼áåð ïîëíîãî ãðàôà Kn, ñîäåðæàùåãî C2

n ð¼áåð; â ñèëó ýòîãî |P (n)| = 2C2
n .

Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü è ìîùíîñòü P0(n). Óñòàíîâèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó P (n− 1) è P0(n): åñëè âñå âåðøèíû íå÷¼òíîé ñòåïåíè
ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà èç P (n − 1) (÷èñëî èõ ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû î
ðóêîïîæàòèÿõ ÷¼òíî) ñîåäèíèòü ñ n-é âåðøèíîé, òî ïîëó÷èì ãðàô èç P0(n).
Òàêèì îáðàçîì,

|P0(n)| = |P (n− 1)| = 2C2
n−1 .

Äàëüíåéøåå ïðîñòî:

|Pe(n)|
|P (n)| ≤

|P0(n)|
|P (n)| =

2C2
n−1

2C2
n

= 2
(n−1)(n−2)−n(n−1)

2 = 21−n.

Òàê êàê 21−n → 0 ïðè n →∞, òî è limn→∞
|Pe(n)|
|P (n)| = 0.

Òåìà 2.4. Äåðåâüÿ
2.4.1. Îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà

Ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ, íàçûâàþò àöèêëè÷åñêèì ãðàôîì, èëè ëå-
ñîì. Çàìåòèì, ÷òî â àöèêëè÷åñêîì ãðàôå îòñóòñòâóþò ïåòëè è êðàòíûå
ð¼áðà, â ñèëó ÷åãî îí ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ãðàôîì. Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé
àöèêëè÷åñêèé ãðàô. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ëåñà ÿâëÿþòñÿ
äåðåâüÿìè, ò.å. ëåñ � äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå äåðåâüåâ.

Â ñëåäóþùåé ñåðèè òåîðåì âñêðûâàþòñÿ âàæíûå ñâîéñòâà àöèêëè÷å-
ñêèõ ãðàôîâ; ïðè èõ äîêàçàòåëüñòâå ÷àñòî áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ëåììû èç
2.1.2..

Òåîðåìà 13. Ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëåñîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå
ðåáðî ãðàôà � ìîñò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàô G � ëåñ ⇐⇒ â G íåò öèêëîâ ⇐⇒ íè îäíî
ðåáðî íå âõîäèò íè â êàêîé öèêë ⇐⇒ (ïî ëåììå 1.) âñå ð¼áðà G � ìîñòû.

Òåîðåìà 14. Äåðåâî ñ n âåðøèíàìè ñîäåðæèò n− 1 ðåáðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G � äåðåâî ñ n âåðøèíàìè.Â ñèëó ïðåäûäóùåé
òåîðåìû êàæäîå ðåáðî G (è âñåõ åãî ïîäãðàôîâ) ÿâëÿåòñÿ ìîñòîì. Áóäåì
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ïîñëåäîâàòåëüíî óäàëÿòü ð¼áðà G, ïðè ýòîì êàæäûé ðàç ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 (ïî ëåììå 2.). Ïåðâîíà÷àëüíî èìåëàñü îäíà
êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè (òàê êàê äåðåâî � ñâÿçíûé ãðàô). Ïîñëå óäàëåíèÿ
âñåõ ð¼áåð ãðàô áóäåò èìåòü n èçîëèðîâàííûõ âåðøèí, ò.å. n êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, â óêàçàííîé ïðîöåäóðå áûë âûïîëíåí n−1 øàã;
çíà÷èò G ñîäåðæèò n− 1 ðåáðî.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü â ëåñå n âåðøèí, m ð¼áåð è k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Òîãäà m = n− k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â i-òîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ëåñà ni âåðøèí è
mi ð¼áåð (i = 1, . . . , k); ïî òåîðåìå 14. äëÿ êàæäîãî i èìååì mi = ni − 1.
Ïîäñ÷èòàåì îáùåå ÷èñëî ð¼áåð ëåñà:

m =
k∑

i=1

mi =
k∑

i=1

(ni − 1) =
k∑

i=1

ni − k = n− k.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â ëåñå ÷èñëî ð¼áåð íà 1 ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí, òî ýòîò
ëåñ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.
Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1 ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ëåñà ðàâíî
ðàçíîñòè ÷èñëà âåðøèí è ÷èñëà ð¼áåð (â íàøåì ñëó÷àå � åäèíèöå).

Îáúåäèíèâ ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 14. è ñëåäñòâèÿ 2, ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå: ëåñ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
÷èñëî åãî ð¼áåð íà 1 ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí.
Ñëåäñòâèå 3. Â äåðåâå, êîòîðîå ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå äâå âåðøèíû,
íå ìåíåå äâóõ âèñÿ÷èõ âåðøèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â äåðåâå n ≥ 2 âåðøèí: v1, . . . vn, òîãäà îíî ñî-
äåðæèò m = n − 1 ðåáðî. Ïî ëåììå î ðóêîïîæàòèÿõ ρ(v1) + . . . + ρ(vn) =
2m = 2(n−1). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ïî èõ ñòåïåíÿì:
ρ(v1) ≤ ρ(v2) ≤ . . . ≤ ρ(vn). Äîêàæåì, ÷òî ρ(v1) = ρ(v2) = 1. Ïðåäïîëàãàÿ
ïðîòèâíîå, ëåãêî ïîëó÷èòü ïðîòèâîðå÷èå: åñëè ρ(v2) > 1, ò.å. ρ(v2) ≥ 2, òî

2(n− 1) = ρ(v1) + ρ(v2) + . . . + ρ(vn) ≥ 1 + (n− 1)ρ(v2) ≥ 1 + 2(n− 1).

Èç ñëåäñòâèÿ 3 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 4. Â ëåñå, ñîäåðæàùåì õîòÿ áû îäíî ðåáðî, íå ìåíåå äâóõ âè-
ñÿ÷èõ âåðøèí.

Òåîðåìà 14. ìîæåò áûòü îáðàùåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü â ñâÿçíîì ãðàôå ÷èñëî ð¼áåð íà 1 ìåíüøå ÷èñëà âåð-
øèí. Òîãäà ýòîò ãðàô � äåðåâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ãðàôå G n âåðøèí, m = n − 1 ð¼áåð. Ïî
òåîðåìå 7. â ïðîñòîì ãðàôå m ≥ n−k, ãäå k � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ãðàôà k = 1 è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî m = n − k.
Îòñþäà ÿñíî, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
óäàëèâ âñå ïåòëè è (ëèøíèå) êðàòíûå ð¼áðà (ñäåëàâ ãðàô ïðîñòûì), ìû
óìåíüøèëè áû m, íå ìåíÿÿ ïðè ýòîì n è k, ÷òî ïðèâåëî áû ê íàðóøåíèþ
óïîìÿíóòîãî íåðàâåíñòâà. Èòàê, ãðàô G � ïðîñòîé è äëÿ íåãî m = n− k.
Óäàëåíèå ëþáîãî ðåáðà ãðàôà ïðèâåäåò ê íàðóøåíèþ íåðàâåíñòâà m ≥
n− k, åñëè ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè k; ïîýòîìó
óäàëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà èçìåíÿåò k, òî åñòü êàæäîå ðåáðî ãðàôà
åñòü ìîñò, â ñèëó ÷åãî (ïî òåîðåìå 13.) G � àöèêëè÷åñêèé ãðàô. Òàê êàê
ïðè ýòîì G ïî óñëîâèþ ñâÿçíûé ãðàô, G � äåðåâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 16. Ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå
äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíåíû ðîâíî îäíîé ïðîñòîé öåïüþ.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G � äåðåâî. Òîãäà G � ñâÿçíûé ãðàô, è ëþáûå äâå
åãî âåðøèíû ñîåäèíåíû ïðîñòîé öåïüþ (2.1.2.), ïðè ýòîì äâóõ ðàçëè÷íûõ
öåïåé ñ òàêèì ñâîéñòâîì íå ìîæåò áûòü, òàê êàê èõ îáúåäèíåíèå äàåò öèêë,
â òî âðåìÿ êàê â äåðåâå öèêëîâ íåò.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè â ãðàôå ëþáûå äâå âåðøèíû ñîåäèíåíû öåïüþ,
òî, êàê èçâåñòíî, ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Àöèêëè÷íîñòü ãðàôà òàêæå î÷å-
âèäíà: åñëè áû â ãðàôå áûë öèêë, òî ëþáûå äâå âåðøèíû ýòîãî öèêëà
ñîåäèíåíû ïî ìåíüøåé ìåðå äâóìÿ ïðîñòûìè öåïÿìè.

Òåîðåìà 17. Ëåñ ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
äîáàâëåíèå ëþáîãî ðåáðà ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ðîâíî îäíîãî öèêëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü àöèêëè÷åñêèé ãðàô ñâÿçåí. Â ñèëó òåîðåìû 16.
ëþáûå äâå âåðøèíû u è v ñîåäèíåíû ðîâíî îäíîé ïðîñòîé öåïüþ. Ïîýòî-
ìó äîáàâëåíèå ðåáðà uv ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ öèêëà, ïðè÷åì ðîâíî
îäíîãî, òàê êàê åñëè áû èõ îáðàçîâàëîñü õîòÿ áû äâà, òî îáúåäèíÿÿ ñî-
îòâåòñòâóþùèå �ó÷àñòêè� ýòèõ öèêëîâ, ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü öèêë,
íå ñîäåðæàùèé ðåáðà uv, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû àöèêëè÷íîñòè èñõîäíîãî
ãðàôà.

Îáðàòíî. Åñëè ïðè äîáàâëåíèè ðåáðà uv îáðàçóåòñÿ öèêë, òî óäàëÿÿ èç
ýòîãî öèêëà ðåáðî uv, ìû ïîëó÷èì öåïü, ñâÿçûâàþùóþ âåðøèíû u è v,
çíà÷èò, ëþáûå äâå âåðøèíû ãðàôà ñâÿçàíû, ò.å. ãðàô ñâÿçåí è ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì (òàê êàê ïî óñëîâèþ îí àöèêëè÷åñêèé).
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2.4.2. Òåîðåìà Êýëè î ÷èñëå ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn ÷èñëî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè. ßñíî, ÷òî
P1 = P2 = 1. Ïîìå÷åííîå äåðåâî ñ òðåìÿ âåðøèíàìè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñâîåé öåíòðàëüíîé âåðøèíîé, ïîýòîìó P3 = 3. Åñëè â äåðåâå 4 âåðøè-
íû, òî îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô K1,3, ëèáî
ïðîñòóþ (íåçàìêíóòóþ) öåïü äëèíû 4. Ïåðâîãî òèïà èìååòñÿ 4 ðàçëè÷íûõ
ïîìå÷åííûõ äåðåâà, à âòîðîãî � 12(= C2

4 · 2; êðàéíèå âåðøèíû öåïè âûáè-
ðàþòñÿ C2

4 ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî äëÿ íóìåðàöèè äâóõ îñòàâøèõñÿ âåðøèí
îñòàåòñÿ äâå âîçìîæíîñòè); òàêèì îáðàçîì, P4 = 4 + 12 = 16. Äåðåâî ñ 5
âåðøèíàìè èìååò îäèí èç òðåõ âèäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñóíêå.
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Êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ òèïà �öåïü� ðàâíî C3
5 · 3! = 60, òèïà K1,4 � 5. Ïðî-

èçâîëüíîå äåðåâî òðåòüåãî òèïà îïðåäåëÿåòñÿ ïîìåòêàìè âåðøèí a, b, c
(ñì. îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñóíêå); ïîýòîìó èõ ÷èñëî ðàâíî A3

5 = 60. Èòàê,
P5 = 60 + 5 + 60 = 125. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1, 1, 3, 16, 125 ìîæåò áûòü çà-
äàíà ñîîòíîøåíèåì Pn = nn−2. Êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ 6 âåð-
øèíàìè òàêæå íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü �âðó÷íóþ� (÷èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ
âûïîëíèòü ýòî ïîëåçíîå óïðàæíåíèå), ïîñëå ÷åãî âûñêàçàííàÿ ãèïîòåçà
ïîëó÷èò íîâîå ïîäòâåðæäåíèå. È â îáùåì ñëó÷àå èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 18. (À.Êýëè, 1897 ã.) ×èñëî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøè-
íàìè ðàâíî nn−2.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé çíàìåíèòîé òåîðåìû (ñì.,
íàïðèìåð, [11]). Ìû ïðèâåäåì íå ñàìîå áîãàòîå â èäåéíîì ïëàíå, íî, âîç-
ìîæíî, ñàìîå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ìíîæåñòâîì ïîìå÷åííûõ n-âåðøèííûõ äåðåâüåâ è ìíîæåñòâîì ðàçìåùå-
íèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî n − 2; ïîñêîëüêó An−2

n = nn−2,
ýòî áóäåò äîêàçûâàòü òåîðåìó. Ñîïîñòàâëåíèå äåðåâó óïîðÿäî÷åííîãî íà-
áîðà (íàçûâàåìîãî êîäîì Ïðþôåðà) (a1, a2, . . . , an−2) (ãäå äëÿ êàæäîãî
i ai ∈ {1, 2, . . . , n}) áóäåì íàçûâàòü êîäèðîâàíèåì äåðåâà (èëè êîäè-
ðîâêîé), à îáðàòíûé ïðîöåññ (ïîëó÷åíèÿ ïî óêàçàííîìó íàáîðó äåðåâà)
� äåêîäèðîâàíèåì (èëè äåêîäèðîâêîé).
Êîäèðîâàíèå äåðåâà âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

1. Ïîëîæèòü i = 1.
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2. Ïóñòü vi � âèñÿ÷àÿ âåðøèíà äåðåâà ñ íàèìåíüøåé ìåòêîé; òîãäà ai

� ìåòêà ñìåæíîé ñ íåé âåðøèíû.

3. Óäàëèòü èç äåðåâà âåðøèíó vi è èíöèäåíòíîå åé ðåáðî. Åñëè â äåðåâå
îñòàëîñü áîëåå äâóõ âåðøèí, óâåëè÷èòü i íà 1 è ïåðåéòè ê ï.2, èíà÷å
� çàêîí÷èòü.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçíûå äåðåâüÿ èìåþò ðàçíûå êîäû.
Äåêîäèðîâàíèå äåðåâà. Ïóñòü B0 = {1, 2, . . . , n}, à b1 � íàèìåíüøåå
÷èñëî èç B0, íå âñòðå÷àþùååñÿ â íàáîðå (a1, . . . , an−2). Òîãäà b1 � íîìåð
âèñÿ÷åé âåðøèíû, ñìåæíîé ñ a1, è äåðåâî ñîäåðæèò ðåáðî (b1, a1).

Íàáîð (a2, . . . , an−2) êîäèðóåò äåðåâî T1 ñ ìíîæåñòâîì ïîìåòîê B1 =
B0 \ {b1} (T1 ïîëó÷àåòñÿ èç T óäàëåíèåì âåðøèíû b1 è èíöèäåíòíîãî åé
ðåáðà (a1, b1)).

Â êà÷åñòâå b2 âîçüìåì íàèìåíüøåå ÷èñëî èç B1, íå âñòðå÷àþùååñÿ â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a2, . . . , an−2). Äåðåâî T1 (çíà÷èò, è T ) äîëæíî ñîäåð-
æàòü ðåáðî (b2, a2). Òåïåðü íàáîð (a3, . . . , an−2) îïèñûâàåò äåðåâî T2 ñ ìíî-
æåñòâîì ïîìåòîê B2 = B1 \ {b2}. È òàê äàëåå.

Íà k-ì øàãå ïðîöåäóðû ðàññìàòðèâàåòñÿ äåðåâî Tk−1 ñ ìíîæåñòâîì ïî-
ìåòîê Bk−1. Â ìíîæåñòâå Bk−1 âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî (bk), íå âõî-
äÿùåå â íàáîð (ak, . . . , an−2), ïîñëå ÷åãî êîíñòàòèðóåòñÿ íàëè÷èå â äåðåâå T
ðåáðà (bk, ak). Ïîñëå n−2 øàãîâ áóäóò âûÿâëåíû n−2 ðåáðà äåðåâà T ; ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî Bn−2 áóäåò ñîäåðæàòü äâà ÷èñëà � ïîìåòêè âåðøèí ïî-
ñëåäíåãî, n−1-ãî, ðåáðà, âêëþ÷àåìîãî â äåðåâî. (Äåðåâî Tn−2, ñîäåðæàùåå
äâå âåðøèíû, ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íî, è ïîýòîìó íå íóæäàåòñÿ â êîäèðîâêå).

Îñòàëîñü åù¼ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïîëó÷åííûé ïîñëå äåêîäèðîâàíèÿ
ãðàô äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Â ñàìîì äåëå, ãðàô Tk−1 ïîëó-
÷àåòñÿ èç ãðàôà Tk äîáàâëåíèåì ðåáðà (bk, ak), ïðè÷åì âåðøèíà bk íå
ïðèíàäëåæèò ãðàôó Tk. Ïîýòîìó èç àöèêëè÷íîñòè Tk ñëåäóåò àöèêëè÷-
íîñòü Tk−1. Ïîñêîëüêó Tn−2 � äåðåâî, òî äåðåâüÿìè ÿâëÿþòñÿ è ãðàôû
Tn−3, . . . , T2, T1, T.

Ïðèìåð. Äåðåâî
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3 èìååò êîä (2, 4, 1, 2, 4, 4).
Ïî êîäó (2, 4, 1, 2, 4, 4) âîññòàíîâèì äåðåâî. Ïðîöåññ äåêîäèðîâêè óäîá-

íî îòðàçèòü â ñëåäóþùåé òàáëèöå.
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k Bk êîä Tk (bk, ak)

0 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} (2, 4, 1, 2, 4, 4)
1 {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8} (4, 1, 2, 4, 4) (3, 2)
2 {1, 2, 4, 6, 7, 8} (1, 2, 4, 4) (5, 4)
3 {1, 2, 4, 7, 8} (2, 4, 4) (6, 1)
4 {2, 4, 7, 8} (4, 4) (1, 2)
5 {4, 7, 8} (4) (2, 4)
6 {4, 8} (7, 4)
7 (4, 8)

Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîëó÷åíî äåðåâî, çàêîäèðîâàííîå âûøå.

2.4.3. Ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿ
Ñòÿãèâàþùèì (èëè îñòîâíûì) äåðåâîì ñâÿçíîãî ãðàôà G íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîëüíûé åãî ïîäãðàô, ñîäåðæàùèé âñå âåðøèíû G è ÿâëÿþùèéñÿ
äåðåâîì.

Îñòîâíûì ëåñîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé åãî ïîäãðàô, ñî-
äåðæàùèé âñå âåðøèíû G è ÿâëÿþùèéñÿ ëåñîì. Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåí-
òû ñâÿçíîñòè îñòîâíîãî ëåñà ãðàôà G ÿâëÿþòñÿ ñòÿãèâàþùèìè äåðåâüÿìè
êîìïîíåíò G.

Ïîñòðîèòü îñòîâíûé ëåñ íåòðóäíî: äîñòàòî÷íî ïîñëåäîâàòåëüíî óäà-
ëÿòü èç ãðàôà ð¼áðà, âõîäÿùèå â öèêëû, äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïî-
ñòðîåí àöèêëè÷åñêèé ãðàô (ëåñ), êîòîðûé, î÷åâèäíî, áóäåò îñòîâíûì äëÿ
èñõîäíîãî ãðàôà.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì, åñëè êàæäîìó åãî ðåáðó l ïîñòàâëåíî
â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî µ(l) (âåñ ðåáðà). Âåñîì ãðàôà
G = 〈V, E〉 íàçûâàþò ñóììó âåñîâ âñåõ åãî ð¼áåð: µ(G) =

∑
l∈E µ(l).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Èìååòñÿ n ïóíêòîâ. Äëÿ ëþáîé ïà-
ðû ïóíêòîâ i è j èçâåñòíà ñòîèìîñòü ñîîðóæåíèÿ äîðîãè ìåæäó íèìè
� cij. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ñåòü äîðîã òàêóþ, ÷òîáû ëþáûå äâà ïóíêòà
ñîåäèíÿëèñü êàêèì-ëèáî ìàðøðóòîì è ïðè ýòîì ñòîèìîñòü åå ñîîðóæå-
íèÿ áûëà íàèìåíüøåé.

Åñëè ðàññìîòðåòü ïîëíûé ãðàô ïîðÿäêà n, âåðøèíû êîòîðîãî
áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü óêàçàííûì (ãåîãðàôè÷åñêèì) ïóíêòàì, à
ð¼áðà áóäóò èìåòü âåñ, ðàâíûé ñòîèìîñòè ñîîðóæåíèÿ äîðîãè ìåæäó
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïóíêòàìè, òî íà ÿçûêå òåîðèè ãðàôîâ äàííàÿ çàäà÷à
áóäåò ôîðìóëèðîâàòüñÿ òàê: â äàííîì ãðàôå íàéòè ñòÿãèâàþùåå
äåðåâî íàèìåíüøåãî âåñà. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå Êýëè â
ïîëíîì ãðàôå Kn èìååòñÿ nn−2 ðàçëè÷íûõ ñòÿãèâàþùèõ äåðåâüåâ, è,
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â ïðèíöèïå, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïåðåáîðîì
ïî âñåì òàêèì äåðåâüÿì. ßñíî, îäíàêî, ÷òî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ïîäîáíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ íå âûäåðæèâàåò íèêàêîé êðèòèêè.
Ñóùåñòâóþò ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ñòÿãèâàþùåãî
äåðåâà ìèíèìàëüíîãî âåñà â ñâÿçíîì âçâåøåííîì ãðàôå. Ïðè îïèñàíèè
ñëåäóþùèõ àëãîðèòìîâ G = 〈V,E〉 áóäåò îáîçíà÷àòü èñõîäíûé ãðàô, à
T = 〈V, P 〉 � èñêîìîå äåðåâî.

Àëãîðèòì Ä. Êðàñêàëà (1956 ã.)

1. Ïîëîæèòü P = φ, n = |E|. Ñëåäóþùèé øàã âûïîëíÿòü n− 1 ðàç.

2. Âêëþ÷èòü â T ðåáðî ãðàôà G íàèìåíüøåãî âåñà, îáëàäàþùåå òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè åãî â ãðàôå T íå îáðàçóåòñÿ öèêëîâ.
Èñêëþ÷èòü èç G äàííîå ðåáðî.

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíû âçâåøåííûé ãðàô (÷èñëà ïîêàçûâàþò âåñà ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ð¼áåð) è ñòÿãèâàþùåå äåðåâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ðàáî-
òû àëãîðèòìà.
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Èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Êðàñêàëà

Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Êðàñêàëà
Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ñòðîèòñÿ ñòÿãè-

âàþùåå äåðåâî èñõîäíîãî ãðàôà (ãðàô T àöèêëè÷åñêèé ïî ïîñòðîåíèþ è â
í¼ì ÷èñëî ð¼áåð íà 1 ìåíüøå ÷èñëà âåðøèí, ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 17. îí
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì). Ïóñòü P = {e1, e2, . . . , en−1} (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ð¼áðà
çàïèñàíû �â ïîðÿäêå ïîñòóïëåíèÿ�), à S = 〈V, M〉 � ïðîèçâîëüíîå ñòÿãè-
âàþùåå äåðåâî èñõîäíîãî ãðàôà. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî µ(S) ≥ µ(T ). Åñëè
S 6= T , òî P 6= M è ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî e1, e2, . . . , ek−1 ∈ M, ek /∈ M.
Äîáàâèì ê äåðåâó S ðåáðî ek, ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ öèêë, îáîçíà÷èì åãî
C. Â öèêëå C íàéäåòñÿ ðåáðî e, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó M è íå âõî-
äÿùåå â P . Óäàëèâ ýòî ðåáðî, ïîëó÷èì äåðåâî S ′ ñ ìíîæåñòâîì ð¼áåð
M ′ = M ∪ {ek} \ {e} (âíîâü ññûëàåìñÿ íà òåîðåìó 15.). Ñðàâíèì âåñà
äåðåâüåâ S ′ è S: µ(S ′) = µ(S) + µ(ek) − µ(e). Òàê êàê â ñèëó àëãîðèòìà
Êðàñêàëà µ(ek) ≤ µ(e), µ(S ′) ≤ µ(S). Èòàê, â äåðåâå S ′ ïî ñðàâíåíèþ ñ
äåðåâîì S ÷èñëî ð¼áåð, îáùèõ ñ äåðåâîì T , íà 1 áîëüøå, ïðè÷¼ì âåñ S ′ íå
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áîëüøå âåñà S. Óêàçàííóþ ïðîöåäóðó áóäåì ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà
íå ïîëó÷èì äåðåâî T . Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äåðåâüåâ S, S ′, S ′′, . . . , T , â êîòîðîé êàæäîå ïîñëåäóþùåå äåðåâî èìååò âåñ,
íå áîëüøèé, ÷åì ïðåäûäóùåå:

µ(S) ≥ µ(S ′) ≥ µ(S ′′) ≥ . . . ≥ µ(T ),

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå: µ(S) ≥ µ(T ).
Àëãîðèòì Ð. Ïðèìà (1957 ã.) ïîõîæ íà àëãîðèòì Êðàñêàëà; îñíîâíîå
ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ýòîì àëãîðèòìå ñòðîèòñÿ �ðàçðàñòàþùååñÿ�
äåðåâî, áîëåå òî÷íî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåðåâüåâ

S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ Sn,

ãäå äåðåâî Si = 〈Vi, Ei〉 ñîäåðæèò i âåðøèí (i = 1, . . . , n).

1. Ïóñòü V1 = {x1}, ãäå x1 ∈ V � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà G, E1 = φ.
Ñëåäóþùèé øàã âûïîëíÿòü äëÿ i = 2, . . . , n.

2. Ïîëó÷èòü äåðåâî Si èç äåðåâà Si−1 äîáàâëåíèåì ðåáðà ãðàôà G íàè-
ìåíüøåãî âåñà (ñðåäè òåõ ð¼áåð, ïðè äîáàâëåíèè êîòîðûõ ê Si−1 âíîâü
îáðàçóåòñÿ äåðåâî). Èñêëþ÷èòü èç G äàííîå ðåáðî.

Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Ïðèìà òàêîå æå, êàê è àëãîðèòìà
Êðàñêàëà.

Ñðàâíèì òðóäî¼ìêîñòü îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ãðàôà ñ n âåðøèíà-
ìè è m ð¼áðàìè. Â ïåðâîì èç íèõ îñíîâíûå çàòðàòû âðåìåíè ïàäàþò íà
ñîðòèðîâêó ð¼áåð ïî èõ âåñó; èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîðòèðîâêè
m îáúåêòîâ òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà m log2 m îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ. Âî âòîðîì
àëãîðèòìå íà i-ì øàãå ñðåäè n − i âåðøèí, åù¼ íå âêëþ÷åííûõ â äåðåâî,
íóæíî âûáðàòü òó, ÷üå �ïîäêëþ÷åíèå� ê äåðåâó îáîéäåòñÿ íàèáîëåå �äå-
øåâî� (ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå íîâóþ âåðøèíó ñ îäíîé èç �ñòàðûõ�, äîëæíî
áûòü íàèìåíüøåãî âåñà); äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà n− i− 1 îïåðàöèé.
Ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷èì îöåíêó òðóäî¼ìêîñòè àëãîðèòìà Ïðèìà: O(n2/2)
îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ (ãäå ÷èñëî ð¼áåð
m = n(n−1)

2
) àëãîðèòì Ïðèìà ìåíåå òðóäî¼ìîê, ÷åì àëãîðèòì Êðàñêàëà.

Îïèøåì ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòìà Ïðèìà [14]. Íà êàæäîì
øàãå àëãîðèòìà êàæäîé âåðøèíå xi , åù¼ íå âêëþ÷åííîé â äåðåâî, ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ ïîìåòêà � ïàðà ÷èñåë [ai, bi], ãäå bi � íàèìåíüøèé âåñ ðåáðà,
ñîåäèíÿþùåãî xi ñ êàêîé-ëèáî âåðøèíîé, óæå âêëþ÷åííîé â äåðåâî, ai �
íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì, bi = µ(xiai). Øàã àëãî-
ðèòìà ñîñòîèò â âûáîðå bi∗ = min(bi) è äîáàâëåíèè ê äåðåâó ðåáðà ai∗xi∗ .
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/* n ≥ 2 - ÷èñëî âåðøèí ãðàôà; */
/* V = {x1, . . . , xn} - ìíîæåñòâî âåðøèí; */
/* Vr - ìíîæåñòâî âåðøèí, åù¼ íå âêëþ÷¼ííûõ â äåðåâî; */
/* Es - ìíîæåñòâî ð¼áåð ñòðîÿùåãîñÿ äåðåâà; */
Vr = V \ {x1}; Es = φ;
/* Ðàññòàíîâêà íà÷àëüíûõ ïîìåòîê */
for(xi ∈ Vr)

if(xi è x1 ñìåæíû){ai = x1; bi = µ(aixi); };
else {ai = 0; bi = ∞};

/* k - ïîðÿäêîâûé íîìåð ðåáðà, âêëþ÷àåìîãî â äåðåâî */
for(k = 1; k < n; ){

/* îïðåäåëåíèå íîâîãî ðåáðà */
bi∗ = minxi∈Vr bi;
Es = Es ∪ {ai∗ , xi∗};
Vr = Vr \ {xi∗};
/* ïåðåñ÷åò ïîìåòîê */
if(+ + k < n)
for(xi ∈ Vr)

if(xi ñìåæíî ñ xi∗ è µ(xixi∗) < bi){
bi = µ(xi, xi∗); ai = xi∗ ;

}
}

Ðèñ. 2: Àëãîðèòì Ïðèìà íàõîæäåíèÿ ñòÿãèâàþùåãî äåðåâà íàèìåíüøåãî âåñà

Íà ðèñ. 2 äàí íàáðîñîê ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà (ñ èñïîëüçî-
âàíèåì êîíñòðóêöèé ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñè).

Ïðèìåð. Ðàáîòà àëãîðèòìà äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå,
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ïîêàçàíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå.
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øàã 1 2 3 4 5
Vr {x2, . . . , x6} {x3, . . . , x6} {x4, x5, x6} {x4, x5} {x4}

[a2, b2] [x1, 4] − − − −
[a3, b3] [x1, 4] [x2, 3] − − −
[a4, b4] [0,∞] [0,∞] [x3, 7] [x3, 7] [x5, 2]
[a5, b5] [0,∞] [0,∞] [0,∞] [x6, 1] −
[a6, b6] [x1, 5] [x1, 5] [x1, 5] − −
min bi b2 b3 b6 b5 b4

íîâîå
ðåáðî x1x2 x2x3 x1x6 x6x5 x5x4

Òåìà 2.5. Êðàò÷àéøèå ïóòè
2.5.1. Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû

Íàïîìíèì, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (ñîêðàùåííî: îðãðàô) � ýòî
óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà G = 〈V,A〉, ãäå
V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî � ìíîæåñòâî âåðøèí;

A � êîíå÷íîå ìóëüòèìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ V (íåîáÿ-
çàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) � ìóëüòèìíîæåñòâî äóã.

Îñíîâàíèåì îðãðàôà G = 〈V,A〉 íàçûâàþò (íåîðèåíòèðîâàííûé) ãðàô
〈V, E〉, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç G çàìåíîé äóã ð¼áðàìè (êàæäàÿ äóãà (u, v)
çàìåíÿåòñÿ ðåáðîì {u, v}). Ïðèìåð � íà ðèñ. 3. Îðãðàôû íàçûâàþòñÿ èçî-
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Ðèñ. 3: Îðãðàô è åãî îñíîâàíèå

ìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì ìåæäó èõ îñíîâàíèÿìè, ñîõðà-
íÿþùèé ïîðÿäîê âåðøèí íà êàæäîé äóãå.

×åðåç Γ(v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí, ê êîòîðûì âåäóò äóãè ñ íà-
÷àëîì â âåðøèíå v: Γ(v) = {u ∈ V |(v, u) ∈ A}. ×èñëî òàêèõ äóã íàçûâàþò
ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà âåðøèíû v : ←−ρ (v) = |Γ(v)|. Âåðøèíó ñ íóëåâîé
ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà íàçûâàþò ñòîêîì.

×åðåç Γ−1(v) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí, èç êîòîðûõ âåäóò äóãè
ê âåðøèíå v: Γ−1(v) = {u ∈ V |(u, v) ∈ A}. ×èñëî òàêèõ äóã íàçûâàþò
ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà âåðøèíû v : −→ρ (v) = |Γ−1(v)|. Âåðøèíó ñ íóëåâîé
ïîëóñòåïåíüþ çàõîäà íàçûâàþò èñòî÷íèêîì.
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Ñòåïåíüþ âåðøèíû îðãðàôà íàçûâàþò ñóììó ïîëóñòåïåíåé èñõîäà è
çàõîäà: ρ(v) = ←−ρ (v) +−→ρ (v).

Ïîäñ÷èòàâ äâóìÿ ñïîñîáàìè ÷èñëî äóã îðãðàôà 〈V,A〉, ïîëó÷èì ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå.
Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ äëÿ îðãðàôîâ.

|A| =
∑
v∈V

←−ρ (v) =
∑
v∈V

−→ρ (v).

Âïîëíå î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé îðèåíòèðîâàííûõ
ãðàôîâ òàêèå ïîíÿòèÿ (èçâåñòíûå ïî ïðåäûäóùèì ïàðàãðàôàì ýòîé ãëà-
âû), êàê ñìåæíîñòü âåðøèí, ìàòðèöà ñìåæíîñòè, ïðîñòîé ãðàô è
ìíîãèå äðóãèå. Òåðìèí ìàðøðóò çàìåíèì òåðìèíîì ïóòü. Èòàê, ïóòü â
îðãðàôå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã âèäà (v0, v1), (v1, v2), . . . , (vm−1, vm), êî-
òîðóþ áóäåì çàïèñûâàòü òàêæå â âèäå v0 → v1 → . . . → vm è íàçûâàòü
ïóò¼ì èç v0 â vm.

2.5.2. Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â îðãðàôå
Ïóñòü G = 〈V, A〉 � âçâåøåííûé îðãðàô, ò.å. êàæäîé åãî äóãå e =
(u, v) ∈ A ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî µ(e) = µ(u, v),
íàçûâàåìîå åå âåñîì. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè âåðøèíàìè s
è t îðãðàôà íàçîâåì íàèìåíüøèé âåñ ïóòè èç s â t:

d(s, t) = min
P : s→...→t

µ(P ), ãäå µ(P ) =
∑
e∈P

µ(e) � âåñ ïóòè P,

à ñîîòâåòñòâóþùèé ïóòü áóäåì íàçûâàòü êðàò÷àéøèì ïóòåì èç s â t.
Âåñ òðèâèàëüíîãî(ò.å. íå ñîäåðæàùåãî äóã) ïóòè ñ÷èòàåì ðàâíûì íóëþ,
ïîñåìó d(s, s) = 0. Åñëè íå ñóùåñòâóåò ïóòè èç s â t, òî ïîëàãàåì: d(s, t) =
∞.

Î÷åâèäíà ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ
ïóòåé â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå.

Ïðèìåð 1. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü êðàò÷àéøèé ìàðøðóò äâèæåíèÿ àâ-
òîìîáèëÿ îò îäíîãî ãåîãðàôè÷åñêîãî ïóíêòà äî äðóãîãî. Çäåñü ãðàôîâàÿ
ìîäåëü çàäà÷è î÷åâèäíà. Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû îòâå÷à-
þò ãåîãðàôè÷åñêèì ïóíêòàì è ïåðåêð¼ñòêàì øîññåéíûõ äîðîã, à äóãè �
ñîîòâåòñòâóþùèì ó÷àñòêàì äîðîã. Âåñ äóãè � äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåé åé
äîðîãè. Êðàò÷àéøèé ïóòü â ãðàôå îïèñûâàåò êðàò÷àéøèé ìàðøðóò äâè-
æåíèÿ àâòîìîáèëÿ.
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Ïðèìåð 2.([20]) Ìåëêèé âêëàä÷èê ðåøàåò, êàê ðàñïîðÿäèòüñÿ ñâîèì
êàïèòàëîì â ñëåäóþùåì ãîäó. Îí ðàñïîëàãàåò íåêîòîðûì íàáîðîì âàðè-
àíòîâ: ïîëîæèòü äåíüãè íà ñáåðåãàòåëüíóþ êíèæêó â òîò èëè èíîé áàíê,
êóïèòü îáëèãàöèè èëè àêöèè è ò.ä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âêëàäû ìîãóò ïðî-
èçâîäèòüñÿ èëè èçûìàòüñÿ â íà÷àëå êàæäîãî ìåñÿöà. Ïîñòðîèì ãðàô, âåð-
øèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ìåñÿöàì ãîäà, à äóãè îïèñûâàþò äåéñòâèÿ
âêëàä÷èêà: äóãà uv âåñà w ãîâîðèò î òîì, ÷òî íåêîòîðûé âêëàä äåëàåòñÿ
íà ñðîê, íà÷èíàÿ ìåñÿöåì u è çàêàí÷èâàÿ ìåñÿöåì v, è ïðèíîñèò äîõîä w.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ðàçìåùåíèÿ êàïèòàëà âêëàä÷èê
äîëæåí íàéòè â äàííîì ãðàôå ïóòü íàèáîëüøåé äëèíû îò èñòî÷íèêà ê
ñòîêó. Ýòà çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å ìèíèìèçàöèè.

Àëãîðèòì Å. Äåéêñòðû (1959 ã.) íàõîäèò êðàò÷àéøèå ïóòè îò ïðî-
èçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû îðãðàôà. Àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó, íà êàæäîì øàãå êîòîðîé êàæäîé âåðøèíå v
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîìåòêà l(v), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïîñòîÿííîé è ðàâíîé
ïðè ýòîì ðàññòîÿíèþ d(s, v) îò íà÷àëüíîé âåðøèíû s äî äàííîé âåðøè-
íû, ëèáî âð�åìåííîé � ÷èñëîì, ÿâëÿþùèìñÿ îöåíêîé ñâåðõó äëÿ d(s, v). Â
ðåçóëüòàòå êàæäîé èòåðàöèè îöåíêè óòî÷íÿþòñÿ, è ïðè ýòîì ðîâíî îäíà
âðåìåííàÿ ïîìåòêà (à èìåííî � íàèìåíüøàÿ) ïåðåõîäèò èç ðàçðÿäà âðå-
ìåííûõ â ðàçðÿä ïîñòîÿííûõ (ïîñëå ÷åãî óæå íå ìåíÿåòñÿ).

Ïåðåä ïåðâîé èòåðàöèåé íà÷àëüíàÿ âåðøèíà èìååò ïîñòîÿííóþ ïîìåò-
êó l(s) = 0, ó îñòàëüíûõ âåðøèí ïîìåòêè âðåìåííûå è ïîëàãàþòñÿ ðàâ-
íûìè ∞. Èòåðàöèÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïðîñìîòðå âåðøèí v ñ âðåìåííû-
ìè ïîìåòêàìè, ê êîòîðûì âåäóò äóãè èç âåðøèíû p � âåðøèíû, ïîñëåä-
íåé ïîëó÷èâøåé ïîñòîÿííóþ ïîìåòêó (äëÿ ïåðâîé èòåðàöèè p = s). Ïóñòü
a = l(p)+µ(p, v). Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî l(v) > a, òî a áóäåò íîâûì çíà÷åíèåì
l(v) (âðåìåííàÿ ïîìåòêà äàííîé âåðøèíû óìåíüøàåòñÿ).

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êîãäà çàäàííàÿ êîíå÷íàÿ âåðøèíà t ïî-
ëó÷àåò ïîñòîÿííóþ ïîìåòêó.

Èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Äåéêñòðû
Áîëåå äåòàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà (ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíñòðóêöèé

Ñè, à òàêæå ìàòåìàòè÷åñêîé ñèìâîëèêè) � íà ðèñ. 4.
Îáîñíîâàíèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Àëãîðèòì ðàáîòàåò òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî ïîñëå êàæäîé èòåðàöèè ïîìåòêà êàæäîé âåðøèíû v åñòü
âåñ êðàò÷àéøåãî èç òåõ ïóòåé èç s â v, â êîòîðûõ ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøè-
íà èìååò ïîñòîÿííóþ ïîìåòêó. Ïóñòü ïîñëå î÷åðåäíîé èòåðàöèè âåðøèíà
v∗ ïîëó÷àåò ïîñòîÿííóþ ïîìåòêó. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êðàò÷àéøèé
ïóòü èç s â v∗ ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû ñ ïîñòîÿííûìè ïîìåòêàìè. Ïðåäïî-
ëîæèì ïðîòèâíîå: êðàò÷àéøèé ïóòü P èç s â v∗ ïðîõîäèò ÷åðåç íåêîòîðóþ
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âåðøèíó ñ âðåìåííîé ïîìåòêîé:

P : s → s1 → . . . → sk → w → . . . → v∗,

ïóñòü w � ïåðâàÿ òàêàÿ âåðøèíà. Òîãäà

µ(P ) =
∑
e∈P

µ(e) > µ(s, s1) + . . . + µ(sk, w).

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïóòü èç s â w, ïðîõîäÿùèé òîëüêî ÷åðåç âåð-
øèíû ñ ïîñòîÿííûìè ïîìåòêàìè è èìåþùèé ìåíüøèé âåñ, ÷åì ïóòü èç s
â v∗, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó v∗.
Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Ïóñòü ãðàô ñîäåðæèò n âåðøèí.
Íà êàæäîé èòåðàöèè ÷èñëî ñëîæåíèé íå ïðåâûøàåò êîëè÷åñòâà âðåìåííûõ
ïîìåòîê, êîòîðîå â íà÷àëå ðàáîòû àëãîðèòìà ðàâíî n− 1, à ñ êàæäîé èòå-
ðàöèåé óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ñëîæåíèé
íå áîëåå (n − 1) + (n − 2) + . . . + 1 = n(n−1)

2
. Îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ âûïîë-

íÿþòñÿ êàê ïðè ïåðåñ÷åòå ïîìåòîê, òàê è ïðè íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîé
âðåìåííîé ïîìåòêè; íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî èõ ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò
n(n− 1). Òàêèì îáðàçîì, òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ êàê O(n2)
îïåðàöèé. Â [18] ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Äåéêñòðû, èìåþùàÿ
òðóäîåìêîñòü O(m log2 n) (m � ÷èñëî äóã).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ðàññòîÿíèÿ îò çàäàííîé âåðøèíû s äî âñåõ
îñòàëüíûõ âåðøèí îðãðàôà àëãîðèòì ñ ðèñ. 4 ìîäèôèöèðóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

• óñëîâèå ïðîäîëæåíèÿ èòåðàöèé p!=t çàìåíÿåòñÿ íà M 6= φ.

Ïðèìåð. Ðàáîòà àëãîðèòìà äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñóíêå
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(ðÿäîì ñ êàæäîé äóãîé ïðîñòàâëåí åå âåñ), ïîêàçàíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå
(ýëåìåíòû òàáëèöû � çà èñêëþ÷åíèåì ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà �
ïîìåòêè âåðøèí ãðàôà; â ðàìêó çàêëþ÷åíû ïîñòîÿííûå ïîìåòêè âåðøèí).
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èòåðàöèÿ \âåðøèíà 1 2 3 4 5 6 p

0 0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 1
1 - 6 2 ∞ ∞ ∞ 3
2 - 5 - 7 3 ∞ 5
3 - 5 - 6 - 7 2
4 - - - 6 - 7 4
5 - - - - - 7 6

Àíàëèç òàáëèöû ïîêàçûâàåò, ÷òî êðàò÷àéøèé ïóòü îò 1 âåðøèíû ê 6 âåð-
øèíå òàêîâ: 1 → 3 → 5 → 6.
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/* Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè (s è t) */
/* V - ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà;*/
/* s - íà÷àëüíàÿ âåðøèíà; */
/* t - êîíå÷íàÿ âåðøèíà; */
/* l - ïîìåòêè âåðøèí; */

/* Ðàññòàíîâêà íà÷àëüíûõ ïîìåòîê */
l(s)=0;
for(v∈V) if(v!=s) l(v)=∞;
/* M - ìíîæåñòâî âðåìåííûõ ïîìåòîê */
M=V\{s};
/* p - âåðøèíà, ïîñëåäíåé ïîëó÷èâøàÿ ïîñòîÿííóþ ïîìåòêó */
p=s;

while(p!=t) {
for(v∈ M ∩ Γ(p) ) {

a=l(p)+µ(p,v);
if(a<l(v)) {
/* θ(v) - âåðøèíà, èç êîòîðîé èäåò äóãà â v*/
/* (â êðàò÷àéøåì ïóòè) */
l(v)=a; θ(v)=p;

}
}
l(v∗)=minv∈Ml(v);

/* ïîìåòêà v∗ ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé */
M=M\{v∗}; p=v∗;

}
d(s,t)=l(t); /* ðàññòîÿíèå ìåæäó s è t; */
/* êðàò÷àéøèé ïóòü: s → . . . → θ(θ(t)) → θ(t) → t */

Ðèñ. 4: Àëãîðèòì Äåéêñòðû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè â îðãðàôå
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Íàõîæäåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí îðãðà-
ôà. Â ïðèíöèïå, äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü n-êðàòíûì âûïîëíåíèåì
àëãîðèòìà Äåéêñòðû, ãäå n � êîëè÷åñòâî âåðøèí ãðàôà. Îäíàêî ñóùå-
ñòâóåò ïðèìåðíî âäâîå ìåíåå òðóäîåìêèé àëãîðèòì �
Àëãîðèòì Ð.Ôëîéäà (1962 ã.). Ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö
(k) = (c

(k)
ij ), ãäå (0) � ìàòðèöà âåñîâ äóã ãðàôà, ò.å. äëÿ âñåõ i è j c

(0)
ij =

µ(vi, vj) (åñëè â ãðàôå íåò äóãè (vi, vj), òî ïîëàãàåì: µ(vi, vj) = ∞), à ïðè
k = 1, . . . , n c

(k)
ij � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç vi â vj òàêîãî, ÷òî â êà÷åñòâå

ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí ìîãóò áûòü ëèøü v1, v2, . . . , vk. Î÷åâèäíî, ÷òî c
(n)
ij

� èñêîìîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè vi è vj. Íåñëîæíî ïî èíäóêöèè
äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ïîçâîëÿþùóþ ïî ìàòðèöå
C(k−1) ïîñòðîèòü ìàòðèöó C(k):

c
(k)
ij = min(c

(k−1)
ij , c

(k−1)
ik + c

(k−1)
kj ).

Äåéñòâèòåëüíî, êðàò÷àéøèé ïóòü èç vi â vj (ãäå â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íûõ
âåðøèí ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ëèøü v1, v2, . . . , vk) ëèáî ñîäåðæèò âåðøèíó
vk, ëèáî íå ñîäåðæèò. Â ïåðâîì ñëó÷àå îí èìååò âåñ c

(k−1)
ij (òàê êàê ïðè ýòîì

ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè ìîãóò áûòü òîëüêî v1, . . . , vk−1), âî âòîðîì
� ñêëàäûâàåòñÿ èç êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç vi â vk è èç vk â vj, è åãî âåñ ðàâåí
c
(k−1)
ik + c

(k−1)
kj .

Òåìà 2.6. Çàäà÷à ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ
è óïðàâëåíèÿ (PERT)

Ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ ñëîæíîãî ïðîåêòà óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îðãðà-
ôà, äóãè êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ýòàïàì (èëè îïåðàöèÿì, ýëåìåíòàð-
íûì ðàáîòàì) ïðîåêòà, à âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþò àáñòðàêòíûå ñî-
áûòèÿ, îáîçíà÷àþùèå íà÷àëî èëè êîíåö ýòàïîâ; ïðè÷åì ýòàïû, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå äóãàì, èñõîäÿùèì èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû ãðàôà, íå ìîãóò
íà÷àòüñÿ ïðåæäå, ÷åì çàêîí÷àòñÿ ýòàïû (ò.í. îïîðíûå ðàáîòû), îòâå÷à-
þùèå äóãàì, çàõîäÿùèì â äàííóþ âåðøèíó. Â ïðîåêòíî-êîíñòðóêòîðñêèõ
îðãàíèçàöèÿõ ïîäîáíûé ãðàô íàçûâàþò ñåòåâûì ãðàôèêîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì.
Íàïðèìåð, ïðè ñòðîèòåëüñòâå çäàíèÿ â êà÷åñòâå ýòàïîâ ìîãóò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ çàêëàäêà ôóíäàìåíòà, âîçâåäåíèå ñòåí, âîçâåäåíèå êðûøè, âñòàâ-
êà îêîí è ò.ä., à â êà÷åñòâå ñîáûòèé � íà÷àëî ñòðîèòåëüñòâà, îêîí÷àíèå
âîçâåäåíèÿ ôóíäàìåíòà, íà÷àëî îòäåëî÷íûõ ðàáîò, îêîí÷àíèå ñòðîèòåëü-
ñòâà è ò.ï.
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Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ñåòåâîãî ãðàôèêà äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ
ïðîèçâîäñòâà íåêîòîðîãî èçäåëèÿ. Ïåðå÷åíü ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò, èõ äëè-
òåëüíîñòü è ëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé (ò.å. îòíîøåíèå íåïîñðåäñòâåííîãî ïðåäøå-
ñòâîâàíèÿ) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

Ýòàï ïðîåêòà Îáîçíà- Îïîðíûå Âðåìÿ
(ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà) ÷åíèå ðàáîòû âûïîëíåíèÿ
Ðàçðàáîòêà òåõíè÷åñêîãî çàäàíèÿ e1 − 5
Êîíñòðóèðîâàíèå îñíàñòêè e2 − 8
Ðàçðàáîòêà ýëåêòðîñõåìû e3 e1 3
Ðàçðàáîòêà ñáîðî÷íûõ ÷åðòåæåé e4 e1 8
Ðàçðàáîòêà òåõíîëîãèè ñáîðêè e5 e3 2
Èçãîòîâëåíèå îñíàñòêè e6 e2 4
Ìîíòàæ ýëåêòðîñõåìû e7 e3 7
Ñáîðêà èçäåëèÿ e8 e4, e5 5
Îêðàñêà èçäåëèÿ e9 e6, e7 2

Äóãè ñåòåâîãî ãðàôèêà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàê æå, êàê è ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàáîòû. Èñòî÷íèê ãðàôà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íà÷àëó âûïîëíåíèÿ
ïðîåêòà, à ñòîê � îêîí÷àíèþ.

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ðàáîòû e1 è e2 ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè (ó íèõ íåò
ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò), à ðàáîòû e8 è e9 � çàâåðøàþùèìè (îíè íå ïðåä-
øåñòâóþò íèêàêèì äðóãèì). Òàêèì îáðàçîì, äóãè e1 è e2 áóäóò íà÷èíàòüñÿ
â èñòî÷íèêå ãðàôà, à äóãè e8 è e9 � çàêàí÷èâàòüñÿ â ñòîêå.

Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû e1 íà÷èíàþòñÿ ðàáîòû e3 è e4 � çíà÷èò, â ãðàôå
êîíåö äóãè e1 áóäåò ñëóæèòü íà÷àëîì äóã e3 è e4. Àíàëîãè÷íî, êîíåö äóãè
e3 � íà÷àëî äóã e5 è e7. Ïîñêîëüêó ðàáîòå e8 íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâó-
þò ðàáîòû e4 è e5, â ãðàôå äîëæíà áûòü âåðøèíà, ñëóæàùàÿ êîíöîì äóã
e4 è e5 è íà÷àëîì äóãè e8.

Ïðîäîëæàÿ ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ, â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþ-
ùèé ñåòåâîé ãðàôèê.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíî êîíêðåòíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî ýòà-
ïà2 � âåñ äóãè t(vi, vj).

Â çàäà÷å ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ3 òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíè-
ìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà � âðåìÿ, çà êîòîðîå ìîæíî ïðîéòè
ïî âñåì äóãàì ãðàôà, äâèãàÿñü îò íà÷àëüíîé âåðøèíû (s) ê êîíå÷íîé âåð-
øèíå (t), ïðè÷åì äâèæåíèå ïî êàæäîé äóãå ìîæåò íà÷àòüñÿ ëèøü ïîñëå
òîãî, êàê ïðîéäåíû âñå äóãè, çàõîäÿùèå â åå íà÷àëî. Äðóãèìè ñëîâàìè,
íóæíî íàéòè ñàìûé äëèííûé ïóòü (ò.å. ïóòü íàèáîëüøåãî âåñà) îò s ê t.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì Äåéêñ-
òðû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè îò s ê t: çàìåíèòü∞ íà 0, < íà >, min
íà max. Ìû îïèøåì áîëåå ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, ó÷èòûâàþùèé àöèê-
ëè÷íîñòü ãðàôà.

Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû îðãðàôà G = 〈V, A〉 òàê, ÷òîáû êàæäàÿ äóãà
(vi, vj) (i, j = 1, . . . , n) âåëà èç âåðøèíû ñ ìåíüøèì íîìåðîì â âåðøèíó ñ
áîëüøèì íîìåðîì: (vi, vj) ∈ A ⇒ i < j (â ñèëó àöèêëè÷íîñòè ýòî âñåãäà
âîçìîæíî4). ×åðåç l(vi) îáîçíà÷èì íàèáîëåå ðàííåå âðåìÿ íà÷àëà îïåðà-
öèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äóãàì, èñõîäÿùèì èç âåðøèíû vi (ñ÷èòàÿ l(v1) = 0),
èíûìè ñëîâàìè, l(vi) � äëèíà ñàìîãî äëèííîãî ïóòè èç v1 â vi. Ìèíèìàëü-
íîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà òîãäà áóäåò ðàâíî l(vn). Àëãîðèòì ñîñòîèò
â ïîñëåäîâàòåëüíîì âû÷èñëåíèè l(vj) (j = 2, . . . , n) ïî î÷åâèäíîé ôîðìóëå:

l(vj) = max
vi∈Γ−1(vj)

(l(vi) + t(vi, vj))

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: ∀i l(vi) = 0.

Ïðèìåð. Äëÿ ñåòåâîãî ãðàôèêà, ïîñòðîåííîãî âûøå, â ðåçóëüòàòå ðà-
áîòû àëãîðèòìà íàõîäèì:
l(v1) = 0, l(v2) = 5, l(v3) = 8,
l(v4) = max(l(v2)+t(v2, v4), l(v3)+t(v3, v4)) = max(5+8, 8+2) = 13, l(v5) = 8,
l(v6) = max(l(v3) + t(v3, v6), l(v5) + t(v5, v6)) = max(8 + 7, 8 + 4) = 15,
l(v7) = max(l(v4) + t(v4, v7), l(v6) + t(v6, v7)) = max(13 + 5, 15 + 2) = 18.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïðåêòà áûëî
çàäàíî â äíÿõ, òî ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ âñåãî ïðîåêòà ðàâíî 18
äíÿì.

Èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
Ïóòü íàèáîëüøåé äëèíû îò íà÷àëüíîé âåðøèíû ãðàôà ê êîíå÷íîé íà-

çûâàþò êðèòè÷åñêèì ïóòåì. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå êðèòè÷åñêèì
2Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ýòàïà � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.
3Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ïðèíÿò òåðìèí PERT (Project Evaluation Research

Task).
4Àëãîðèòì òàêîé íóìåðàöèè ìîæíî íàéòè â [18].
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ÿâëÿåòñÿ ïóòü v1 → v2 → v4 → v7. Â îáùåì ñëó÷àå, â ãðàôå ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî êðèòè÷åñêèõ ïóòåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîåêò áûë âûïîëíåí çà
ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, îïåðàöèÿ, îòâå÷àþùàÿ êàæäîé äóãå êðèòè÷åñêîãî ïó-
òè, äîëæíà íà÷èíàòüñÿ ñðàçó ïîñëå òîãî, êàê çàêîí÷èòñÿ ïðåäøåñòâóþùàÿ
åé îïåðàöèÿ (íà óêàçàííîì ïóòè). Åñëè äóãà íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó
êðèòè÷åñêîìó ïóòè, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îïåðàöèÿ ìîæåò íà÷àòü âû-
ïîëíÿòüñÿ ñ íåêîòîðûì çàïàçäûâàíèåì, êîòîðîå íå îòðàçèòñÿ íà îáùåì
âðåìåíè âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(vi) ñàìîå ïîçäíåå âðåìÿ
íà÷àëà îïåðàöèé, îòâå÷àþùèõ äóãàì, èñõîäÿùèì èç âåðøèíû vi, ïðè êîòî-
ðîì âåñü ïðîåêò âñ¼ åù¼ ìîæåò áûòü âûïîëíåí çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ L(vi) ïîìåíÿåì îðèåíòàöèþ êàæäîé äóãè (ïðè ýòîì ïîìåíÿþò-
ñÿ ìåñòàìè íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû) è, ïîâòîðèâ ïðåäûäóùèé àëãî-
ðèòì, íàéäåì l′(vi) � ñàìûé äëèííûé ïóòü îò vn äî vi; íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
L(vi) = l(vn)−l′(vi). Òåïåðü äëÿ êàæäîé îïåðàöèè (vi, vj) ìîæíî îïðåäåëèòü
ðåçåðâ âðåìåíè r(vi, vj) � íà ñêîëüêî åäèíèö âðåìåíè ìîæíî îòëîæèòü
íà÷àëî åå âûïîëíåíèÿ, ÷òîáû ïðîåêò ìîã áûòü âûïîëíåí çà ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ (ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ çàäåðæåê): r(vi, vj) = L(vj)− l(vi)− t(vi, vj).

Äëÿ ïîñëåäíåãî ïðèìåðà èìååì:

i 1 2 3 4 5 6 7
l(vi) 0 5 8 13 8 15 18
l′(vi) 18 13 9 5 6 2 0
L(vi) 0 5 9 13 12 16 18

Äëÿ ðàñ÷¼òà ðåçåðâîâ âðåìåíè ðàáîò, íå âõîäÿùèõ â êðèòè÷åñêèé ïóòü,
ñîñòàâèì òàáëèöó.

vivj L(vj) l(vi) t(vivj) r(vi, vj) = L(vj)− l(vi)− t(vi, vj)
v2v3 9 5 3 1
v3v4 13 8 2 3
v3v6 16 8 7 1
v1v5 12 0 8 4
v5v6 16 8 4 4
v6v7 18 15 2 1

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà çàìåòèì, ÷òî áîëåå äåòàëüíîå è ïîäðîáíîå èçëîæå-
íèå òåîðèè ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ (âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðåä-
ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé ñ ñâîèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ) ñîäåðæèòñÿ â ñïåöèàëüíûõ
ðóêîâîäñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [10]).
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Òåìà 2.7. Ïîòîêè â ñåòÿõ
Äåÿòåëüíîñòü ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà òåñíî ñâÿçàíà ñ ðàçíîãî ðîäà ñåòÿìè:
òðàíñïîðòíûìè, èíôîðìàöèîííûìè, ðàñïðåäåëåíèÿ òîâàðîâ è ò.ä. Ïîýòî-
ìó ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç òàêèõ ñåòåé
èìåþò áîëüøîå òåîðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ óäîáíûì ñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ ñå-
òåé.

Ñíà÷àëà ââåä¼ì íåêîòîðûå íîâûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïåòëÿ â îðãðàôå � äóãà âèäà (u, u). Ïóñòü G = 〈V,A〉 � îðãðàô áåç ïå-

òåëü, èìåþùèé åäèíñòâåííûé èñòî÷íèê (áóäåì îáîçíà÷àòü åãî v1) è åäèí-
ñòâåííûé ñòîê (vn). Âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ãðàôà áóäåì íàçûâàòü ïðî-
ìåæóòî÷íûìè. Åñëè êàæäîé äóãå ãðàôà a ∈ A ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî c(a) (ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü äóãè), òî
ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà òðàíñïîðòíàÿ ñåòü (èëè ïðîñòî: ñåòü) 〈G, c〉.

Ôóíêöèÿ ϕ : A → N0 (îïðåäåëåííàÿ íà ìóëüòèìíîæåñòâî äóã îðãðàôà
è ïðèíèìàþùàÿ íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ) íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì
â ñåòè 〈G, c〉, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) äëÿ ëþáîé äóãè a ∈ A ϕ(a) ≤ c(a);

2) äëÿ ëþáîé ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíû ãðàôà v
∑

u∈Γ−1(v)

ϕ(u, v) =
∑

u∈Γ(v)

ϕ(v, u).

Âåëè÷èíó ϕ(a) áóäåì íàçûâàòü ïîòîêîì ïî äóãå a.
Òàêèì îáðàçîì,
• ïîòîê ïî êàæäîé äóãå íå äîëæåí ïðåâûøàòü åå ïðîïóñêíîé ñïîñîá-

íîñòè;

• ñóììà ïîòîêîâ ïî äóãàì, çàõîäÿùèì â ïðîèçâîëüíóþ ïðîìåæóòî÷-
íóþ âåðøèíó, ðàâåí ñóììå ïîòîêîâ ïî äóãàì, èñõîäÿùèì èç ýòîé
âåðøèíû. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîòîê íå âîçíèêàåò è íå íàêàïëèâàåòñÿ
â ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèíàõ.

Äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ïîâåäåíèå ãàçà èëè æèäêî-
ñòè â òðóáîïðîâîäå, òðàíñïîðòíûå ïîòîêè â ñåòè äîðîã, ïåðåñûëêó òîâàðîâ
íà ðûíîê ïî ðàçëè÷íûì êàíàëàì è ò.ä.

Âåëè÷èíîé ïîòîêà W (ϕ) íàçîâåì ñóììó ïîòîêîâ ïî äóãàì, èñõîäÿ-
ùèì èç èñòî÷íèêà:

W (ϕ) =
∑

v∈Γ(v1)

ϕ(v1, v).
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Ïîêàæåì, ÷òî îíà ðàâíà ñóììå ïîòîêîâ ïî äóãàì, çàõîäÿùèì â ñòîê. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ñóììèðóÿ ðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ 2) ïîòîêà ïî âñåì ïðîìåæó-
òî÷íûì âåðøèíàì, ïîëó÷àåì:

∑

v∈V \{v1,vn}

∑

u∈Γ−1(v)

ϕ(u, v) =
∑

v∈V \{v1,vn}

∑

u∈Γ(v)

ϕ(v, u).

Åñëè âû÷åñòü èç îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà ïîòîêè ÷åðåç äóãè, îáà êîíöà
êàæäîé èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè (êàæäûé òà-
êîé ïîòîê ñëåâà è ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç),
òî ïîëó÷èì:

W (ϕ) =
∑

v∈Γ(v1)

ϕ(v1, v) =
∑

v∈Γ−1(vn)

ϕ(v, vn).

Ïîòîê â òðàíñïîðòíîé ñåòè, èìåþùèé íàèáîëüøóþ âîçìîæíóþ âåëè÷èíó,
íàçûâàþò ìàêñèìàëüíûì ïîòîêîì. Â îäíîé è òîé æå ñåòè ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ (èõ âåëè÷èíû, ðàçóìååòñÿ, äîëæíû ñîâ-
ïàäàòü).

Ïóñòü ϕ � ïîòîê â ñåòè 〈G, c〉. Äóãà a ∈ A íàçûâàåòñÿ íàñûùåííîé,
åñëè ïîòîê ïî íåé ðàâåí åå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè: ϕ(a) = c(a). Ïîòîê ϕ
íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáîé ïóòü â îðãðàôå G èç v1 â vn ñîäåðæèò ïî
ìåíüøåé ìåðå îäíó íàñûùåííóþ äóãó. Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé ìàêñèìàëü-
íûé ïîòîê ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì (èíà÷å óâåëè÷èâ ïîòîêè ïî íåíàñûùåííûì
äóãàì, ñîñòàâëÿþùèì ïóòü v1 → . . . → vn, íà 1, ìû íå íàðóøèì óñëîâèé
1) è 2) ïîòîêà è ïîëó÷èì ïîòîê ñ áîëüøåé íà 1 âåëè÷èíîé, ÷åì ó äàííîãî
ïîòîêà).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îðãðàô G = 〈V, A〉 � àíòèñèììåò-
ðè÷åñêèé, ò.å. îí íå ñîäåðæèò êðàòíûõ äóã è åñëè (u, v) ∈ A, òî (v, u) /∈ A.
Ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî îãðàíè÷èòåëüíûì, ïîñêîëüêó ïîä-
ðàçáèåíèåì äóã (ââåäåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ �ôèêòèâíûõ� âåðøèí) âñå-
ãäà ìîæíî ïî äàííîé ñåòè ïîñòðîèòü ñåòü ñ àíòèñèììåòðè÷åñêèì îðãðàôîì
è òîé æå âåëè÷èíîé ïîòîêà.

Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì Ë. Ôîðäà � Ä. Ôàëêåðñîíà (1954 ã.)

1. Ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíûé ïîòîê ϕ â ñåòè 〈G, c〉 (ìîæíî è íóëåâîé).

2. Ïîñòðîèòü ïîëíûé ïîòîê. Åñëè ïîòîê ϕ íå ïîëíûé, òî â ñåòè ñóùå-
ñòâóåò ïóòü èç v0 â vn, âñå äóãè êîòîðîãî íå íàñûùåíû. Óâåëè÷èâàÿ
ïîòîêè ÷åðåç âñå äóãè òàêîãî ïóòè P íà âåëè÷èíó mina∈P (c(a)−ϕ(a)),
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ïîëó÷àåì ïóòü, íåêîòîðàÿ äóãà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàñûùåííîé. Òà-
êóþ îïåðàöèþ ñëåäóåò ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ ïîë-
íûé ïîòîê.

3. Ïîñòðîèòü ìàêñèìàëüíûé ïîòîê.

À. Íà÷àëüíûå ïîìåòêè. Ïðèñâîèòü èñòî÷íèêó ïîìåòêó 0:
l(v1) = 0, à îñòàëüíûì âåðøèíàì ïîìåòêó ∞.
Ñëåäóþùèé øàã ïîâòîðÿòü äî òåõ ïîð, ïîêà â ðåçóëüòàòå åãî
âûïîëíåíèÿ íå áóäåò ïîìå÷åí ñòîê vn ëèáî ïîêà íå ïåðåñòàíóò
ïîÿâëÿòüñÿ íîâûå ïîìåòêè.

Á. Ïåðåñ÷åò ïîìåòîê. Äëÿ êàæäîé ïîìå÷åííîé âåðøèíû vi, ïî-
ìåòèòü ñèìâîëîì +i âñå íåïîìå÷åííûå âåðøèíû v (l(v) = ∞),
äëÿ êîòîðûõ äóãè (vi, v) íåíàñûùåííûå (ò.å. ϕ(vi, v) < c(vi, v)), è
ñèìâîëîì −i âñå íåïîìå÷åííûå âåðøèíû, äëÿ êîòîðûõ ϕ(v, vi) >
0.

Â. Óâåëè÷åíèå ïîòîêà. Åñëè ñòîê vn íå ïîëó÷àåò íîâóþ ïîìåòêó,
òî çàêîí÷èòü ðàáîòó àëãîðèòìà (ìàêñèìàëüíûé ïîòîê íàéäåí), â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò öåïü (çàìåòüòå: â îáùåì ñëó÷àå �
íå ïóòü!) v0 → . . . → vn, âñå âåðøèíû êîòîðîé ïîìå÷åíû. Åñëè
îðèåíòàöèÿ äóãè a = (vi, vj) ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ïðîõîæ-
äåíèÿ öåïè, áóäåì îáîçíà÷àòü åå −→a , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ←−a .
Åñëè l(vj) = +i (−→a = (vi, vj)), òî ïîëîæèòü λ(a) = c(a) − ϕ(a).
Åñëè l(vj) = −i (←−a = (vj, vi)), òî ïîëîæèòü λ(a) = ϕ(a). Ïóñòü
ε = min(λ(a)) (ìèíèìóì âû÷èñëÿåòñÿ ïî âñåì äóãàì, ñîñòàâëÿþ-
ùèì óêàçàííóþ öåïü). Ïî êàæäîé äóãå −→a ïîòîê óâåëè÷èòü íà ε,
à ïî êàæäîé äóãå ←−a ïîòîê óìåíüøèòü íà ε. (Ïðè ýòîì âåëè÷èíà
ïîòîêà â ñåòè W (ϕ) óâåëè÷èòñÿ íà ε). Ïåðåéòè ê øàãó À.

Ïåðåä òåì, êàê îáîñíîâàòü àëãîðèòì Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà, ïðîèëëþñòðè-
ðóåì åãî ðàáîòó íà ïðèìåðå (ñì. ðèñ. 5, íà êîòîðîì íàñûùåííûå äóãè
ïîìå÷åíû çíà÷êîì �x�). Íà÷àëüíûé ïîòîê íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Â ïóòè
v1 → v3 → v4 → v6 âñå äóãè íå íàñûùåíû; óâåëè÷åíèå ïîòîêà, ïðîõîäÿùå-
ãî ÷åðåç ýòîò ïóòü, íà 2 ïðèâîäèò ê íàñûùåíèþ äóãè v3 → v4. Íàõîäèì,
åù¼ îäèí ïóòü (v1 → v3 → v5 → v6), ñîñòîÿùèé èç íåíàñûùåííûõ äóã;
óâåëè÷åíèå ïîòîêà ÷åðåç êàæäóþ èç ýòèõ äóã íà 1 äåëàåò äóãó v3 → v5

íàñûùåííîé. Òåïåðü ïîëó÷åí ïîëíûé ïîòîê.
Ïåðåõîäèì ê 3-ìó ýòàïà àëãîðèòìà Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà. Ðàññòàâëÿåì

ïîìåòêè âåðøèí, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5ã). Ïîëó÷àåì öåïü

v1 → v3 → v2 → v4 → v6.
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Ðèñ. 5: Àëãîðèòì Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà

Èìååì:

λ(−−−→v1, v3) = 5; λ(←−−−v3, v2) = 1; λ(−−−→v2, v4) = 3; λ(−−−→v4, v6) = 5; ε = 1.

Óìåíüøàåì ïîòîê íà 1 ÷åðåç äóãó (v2, v3) è óâåëè÷èâàåì åãî íà 1 ÷åðåç
îñòàëüíûå äóãè ýòîé öåïè. Ïðè ïîâòîðåíèè ïðîöåäóðû (ðèñ. 5ä)) óäàåò-
ñÿ ïîìåòèòü òîëüêî äâå âåðøèíû (v1 è v3). Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê íàéäåí:
W (ϕ) = 11.

Èëëþñòðàöèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà

Äîêàçàòåëüñòâî êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà
Òàê êàê êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ (öåëî÷èñëåííûõ) ïîòîêîâ â ôèêñèðî-

âàííîé òðàíñïîðòíîé ñåòè êîíå÷íî, ìàêñèìàëüíûé ïîòîê ñóùåñòâóåò.Ïî-
ñêîëüêó â ðåçóëüòàòå êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà
âåëè÷èíà ïîòîêà óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå íà 1, àëãîðèòì ðàáîòà-
åò êîíå÷íîå âðåìÿ, ò.å. ðàíî èëè ïîçäíî ïðåêðàòèò ñâîþ ðàáîòó. Îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî ïîòîê, êîòîðûé îí ñòðîèò, ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì.
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Ââåä¼ì ðÿä íîâûõ ïîíÿòèé. Ïóñòü B � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåðøèí
îðãðàôà G = 〈V,A〉, íå ñîäåðæàùåå èñòî÷íèê è ñîäåðæàùåå ñòîê (B ⊂
V, v1 /∈ B, vn ∈ B). Ðàçðåçîì ñåòè 〈G, c〉 îòíîñèòåëüíî B íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî A−

B äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèí, íå ïðèíàäëåæàùèõ B, è çàõîäÿ-
ùèõ â âåðøèíû èç B: A−

B = {(u, v) ∈ A | u /∈ B, v ∈ B}. Ñóììà ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé âñåõ äóã ðàçðåçà íàçûâàåòñÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ
ðàçðåçà: c(A−

B) =
∑

a∈A−B
c(a). Ðàçðåç ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîá-

íîñòüþ íàçûâàþò ìèíèìàëüíûì ðàçðåçîì. Èç �ôèçè÷åñêèõ� ñîîáðàæå-
íèé êàæåòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì, ÷òî âåëè÷èíà ïîòîêà â ñåòè íå ïðåâîñ-
õîäèò ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ëþáîãî ðàçðåçà (çíà÷èò, è ìèíèìàëüíîãî).
Äëÿ ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà íàì ïîíàäîáèòñÿ

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà B âåðøèí îðãðàôà G, ñðåäè êîòîðûõ
åñòü ñòîê è íåò èñòî÷íèêà, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∑

a∈A−B

ϕ(a)−
∑

a∈A+
B

ϕ(a) = W (ϕ), (1)

ãäå A−
B = {(u, v) ∈ A | u /∈ B, v ∈ B}, A+

B = {(u, v) ∈ A | u ∈ B, v /∈ B}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèáàâèâ ê óìåíüøàåìîìó è âû÷èòàåìîìó â ðàçíî-

ñòè (1) ñóììó ïîòîêîâ ïî âñåì äóãàì, èñõîäÿùèì èç B è çàõîäÿùèì â B,
ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå (1):

∑

(u,v)∈A,v∈B

ϕ(u, v)−
∑

(u,v)∈A,u∈B

ϕ(u, v) = W (ϕ). (2)

Âêëàä ñòîêà vn â ëåâóþ ÷àñòü (2) ðàâåí W (ϕ), à âêëàä êàæäîé èç îñòàëü-
íûõ âåðøèí èç ìíîæåñòâà B (òàê êàê ñðåäè íèõ íåò è èñòî÷íèêà, âñå îíè
� ïðîìåæóòî÷íûå) ðàâåí 0 â ñèëó óñëîâèÿ 2) ïîòîêà. Ñîîòíîøåíèå (2), à
âìåñòå ñ íèì è (1), äîêàçàíî.

Äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå î÷åâèäíî:

W (ϕ) =
∑

a∈A−B

ϕ(a)−
∑

a∈A+
B

ϕ(a) ≤
∑

a∈A−B

ϕ(a) ≤
∑

a∈A−B

c(a) = c(A−
B).

Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî âåëè÷èíà ïîòîêà â ñåòè íå ïðåâîñõîäèò ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû àëãîðèò-
ìà Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà â ñåòè íå ñóùåñòâóåò öåïè v1 → . . . → vn, âäîëü
êîòîðîé âîçìîæíî óâåëè÷åíèå ïîòîêà. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî âåðøèí, êî-
òîðûå íå ïîëó÷àþò (êîíå÷íîé) ïîìåòêè íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè àëãîðèò-
ìà. Çàìåòèì, ÷òî v1 /∈ B, vn ∈ B. Ðàññìîòðèì ðàçðåç ñåòè îòíîñèòåëüíî B.
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Ïóñòü u � ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà (u /∈ B), à v � íåïîìå÷åííàÿ (v ∈ B). Åñëè
äóãà èìååò âèä (u, v), òî ñîãëàñíî àëãîðèòìó ýòà äóãà ÿâëÿåòñÿ íàñûùåí-
íîé: ϕ(u, v) = c(u, v). Åñëè äóãà èìååò âèä (v, u), òî ñîãëàñíî àëãîðèòìó
ïîòîê ïî ýòîé äóãå ðàâåí íóëþ: ϕ(v, u) = 0. Ïðèìåíèì òåïåðü ëåììó 3. :

W (ϕ) =
∑

a∈A−B

ϕ(a)−
∑

a∈A+
B

ϕ(a) =
∑

a∈A−B

c(a) = c(A−
B).

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîñòðîåí ïîòîê, âåëè÷èíà
êîòîðîãî ðàâíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè íåêîòîðîãî ðàçðåçà ñåòè; ïîýòîìó
ïîòîê � ìàêñèìàëüíûé. Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 19. Âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ðàâíà ïðîïóñêíîé
ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà � íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.
1. Åñëè âåëè÷èíà ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè äóãè íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì, òî, êàê ïîêàçàëè ñàìè Ôîðä è Ôàëêåðñîí,
åñëè �íåóäà÷íî� âûáèðàòü óâåëè÷èâàþùèå öåïè, òî ïðîöåññ âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà ìîæåò íèêîãäà íå êîí÷èòüñÿ, áîëåå òîãî, âåëè÷èíà òåêóùåãî
ïîòîêà ìîæåò âñå âðåìÿ íå ïðåâîñõîäèòü ÷åòâåðòè ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà
[18]. Â òîé æå êíèãå [18] ïðèâîäèòñÿ ýôôåêòèâíûé (è âåñüìà èçîùðåííûé)
àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà è â ýòîì ñëó÷àå, åãî òðóäî-
åìêîñòü O(n3).

2. Ìîæíî ðàññìîòðåòü è áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è, äîïóñêàþùóþ
íàëè÷èå â ñåòè íåñêîëüêèõ èñòî÷íèêîâ è ñòîêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ââå-
ñòè ôèêòèâíûé èñòî÷íèê, îò êîòîðîãî èäóò äóãè ê (íàñòîÿùèì) èñòî÷íè-
êàì (ïîñëåäíèå ïåðåéäóò â ðàçðÿä ïðîìåæóòî÷íûõ âåðøèí), è ôèêòèâíûé
ñòîê, ê êîòîðîìó èäóò äóãè îò (íàñòîÿùèõ) ñòîêîâ (òàêæå ñòàíîâÿùèõñÿ
ïðîìåæóòî÷íûìè âåðøèíàìè). Òàê çàäà÷à áóäåò ñâåäåíà ê çàäà÷å ñ îäíèì
èñòî÷íèêîì è îäíèì ñòîêîì.
3. Â êíèãå [14] îáñóæäàþòñÿ è äðóãèå çàäà÷è î ïîòîêàõ â ñåòÿõ; íàïðèìåð,
ïîòîê ïî äóãå ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí íå òîëüêî ñâåðõó, íî è ñíèçó.
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êî ñóùåñòâóåò
1) õîðä ñ êîíöàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ;
2) òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ;
3) âûïóêëûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ;
4) òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ, íå èìåþùèõ îáùèõ
òî÷åê ñ ïðÿìîé A2A8;
5) òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ, èìåþùèõ îáùèå òî÷-
êè ñ ïðÿìîé A1A5?

4. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî n òî÷åê. Òî÷êè ñîåäèíÿþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûìè õîðäàìè; èçâåñòíî, ÷òî íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå âíóòðè êðóãà. Íàéòè:
1) ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ õîðä âíóòðè êðóãà;
2) êîëè÷åñòâî ÷àñòåé, íà êîòîðûå õîðäû äåëÿò êðóã.

5. Íà ïðÿìîé l îòìå÷åíî 8 òî÷åê, à íà ïàðàëëåëüíîé åé ïðÿìîé m
(l 6= m) � 11 òî÷åê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò



80

1) òðåóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ;
2) âûïóêëûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ?

6. n ÷åëîâåê â ñîâîêóïíîñòè âûïèñûâàþò k æóðíàëîâ, ïðè÷¼ì êàæäûé
âûïèñûâàåò äâà æóðíàëà, êàæäûé æóðíàë âûïèñûâàþò ÷åòâåðî, à êàæäàÿ
ïàðà æóðíàëîâ âûïèñûâàåòñÿ òîëüêî îäíèì ÷åëîâåêîì. Íàéòè n è k.

7. Äâå êîìàíäû èãðàþò â âîëåéáîë äî 4 ïîáåä. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
ðàçíûõ âàðèàíòîâ èçìåíåíèÿ ñ÷¼òà â èãðå ïî ïàðòèÿì?

8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 4 áåëûõ è 3 ÷¼ðíûõ øàðà
ïî 6 ðàçëè÷íûì ÿùèêàì?

9. Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè: íè îäèí
ÿùèê íå äîëæåí áûòü ïóñòûì.

10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 20 îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî
5 ðàçëè÷íûì ÿùèêàì òàê, ÷òîáû
1) â êàæäîì ÿùèêå îêàçàëîñü íå ìåíåå äâóõ øàðîâ;
2) â êàæäîì ÿùèêå îêàçàëîñü íå áîëåå 5 øàðîâ;
3) îêàçàëîñü íå áîëåå äâóõ ïóñòûõ ÿùèêîâ?

11. Íàéòè êîýôôèöèåíò ïðè x100 â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà

(1 + x + x2 + . . . + x100)3.

12. Äàí êâàäðàò. Êàæäàÿ åãî ñòîðîíà ðàçáèòà íà n ðàâíûõ ÷àñòåé. ×å-
ðåç òî÷êè äåëåíèÿ ïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò 1) ïðÿìîóãîëüíèêîâ, 2) êâàäðàòîâ, îãðàíè÷åííûõ ïðîâåä¼ííû-
ìè ëèíèÿìè?

13. Â ïðàâëåíèè áàíêà 7 ÷åëîâåê. Êàêîâî äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíîå
÷èñëî çàìêîâ îò ñåéôà è êàê ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü êëþ÷è ìåæäó ÷ëåíàìè
ïðàâëåíèÿ (êàæäûé ÷ëåí ïðàâëåíèÿ ìîæåò ïîëó÷èòü êëþ÷è îò íåñêîëüêèõ
çàìêîâ), ÷òîáû ëþáîå áîëüøèíñòâî ñåéô ìîãëî îòêðûòü, à ëþáîå ìåíüøèí-
ñòâî � íå ìîãëî?

14. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ïðî÷èòàòü ñëîâî �àáðàêàäàáðà�, äâè-
ãàÿñü âïðàâî èëè âíèç ïî òàáëèöå?

À Á Ð À Ê À
Á Ð À Ê À Ä
Ð À Ê À Ä À
À Ê À Ä À Á
Ê À Ä À Á Ð
À Ä À Á Ð À
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15. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí ïðÿìîóãîëüíèê ABCD, ñòîðîíû
êîòîðîãî ëåæàò íà ëèíèÿõ ñåòêè, ïðè÷¼ì äëèíà îòðåçêà AD â k ðàç áîëüøå
äëèíû îòðåçêà AB (k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî). Ðàññìàòðèâàþòñÿ âñåâîçìîæ-
íûå ïóòè, ïðîõîäÿùèå ïî ëèíèÿì ñåòêè è êðàò÷àéøèì îáðàçîì âåäóùèå
èç A â C. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ïóòåé â k ðàç áîëüøå òåõ, ó êîòîðûõ
ïåðâîå çâåíî ëåæèò íà AD, ÷åì òåõ, ó êîòîðûõ ïåðâîå çâåíî ëåæèò íà AB.

16. Èçó÷èòå ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ak), ãäå ak = Ck
n (ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì n), ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçðàñòàíèÿ-óáûâàíèÿ.
17. Èìååòñÿ êàðòî÷íàÿ êîëîäà èç 52 êàðò. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæ-

íî ðàçäàòü ïî 13 êàðò ÷åòûð¼ì èãðîêàì?

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà
18. Íàéòè êîýôôèöèåíò ïðè xk â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíîâ:

1) (x + 2)10, k = 3;
2) (1− 2x)7, k = 4;
3) (

√
x− 2

x
)8, k = −5;

4) (3
3
√

x2 − x
√

x)9, k = 11;
5) (x2 − x + 2)8, k = 7;
6) (

√
x + 3

√
x + 4

√
x)6, k = 2.

Êîìáèíàòîðíûå òîæäåñòâà
19. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà

(1 + x)n =
n∑

k=0

Ck
nxk

äîêàçàòü ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

1)
n∑

k=0

9kCk
n = 10n; 2)

n∑
k=0

(−1)n−k2kCk
n = 1;

3)
n∑

k=0

kCk
n = n2n−1; 4)

n∑
k=0

(−1)k−1kCk
n = 0;

5)
n∑

k=0

Ck
n

k+1
= 2n+1−1

n+1
; 6)

n∑
k=0

(−1)kCk
n

k+1
= 1

n+1
;

7)
2n∑

k=0

(−1)k(Ck
2n)2 = (−1)nCn

2n; 8)
2n−1∑
k=0

(−1)k(Ck
2n−1)

2 = 0.

20. Ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé äîêàçàòü:
1)

n∑
k=0

kCk
n = n2n−1; 2)

n−r+m∑
k=m

Cm
k Cr−m

n−k = Cr+1
n+1.
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Ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ

21. Íà êàôåäðå ëèíãâèñòèêè ðàáîòàþò 13 ÷åëîâåê, ïðè÷¼ì êàæäûé èç
íèõ çíàåò õîòÿ áû îäèí èíîñòðàííûé ÿçûê. Äåñÿòü ÷åëîâåê çíàþò àíãëèé-
ñêèé ÿçûê, ñåìåðî � íåìåöêèé, øåñòåðî � ôðàíöóçñêèé. Ïÿòåðî çíàþò
àíãëèéñêèé è íåìåöêèé, ÷åòâåðî � àíãëèéñêèé è ôðàíöóçñêèé, òðîå �
íåìåöêèé è ôðàíöóçñêèé. Ñêîëüêî ÷åëîâåê çíàþò 1) âñå òðè ÿçûêà; 2)
ðîâíî äâà ÿçûêà; 3) òîëüêî àíãëèéñêèé ÿçûê?

22. Â êíèãå [29] ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Â ãðóïïå èç 25 ñòóäåíòîâ 12 èçó÷àþò ëàòûíü, 10 � ãðå÷åñêèé è 9 �
ñàíñêðèò. Äëÿ êàæäûõ èç äâóõ ÿçûêîâ íàéä¼òñÿ ðîâíî ïÿòü ñòóäåíòîâ,
èçó÷àþùèõ îáà ýòè ÿçûêà. Ñêîëüêî ñòóäåíòîâ èçó÷àþò âñå òðè ÿçûêà?

Êîððåêòíà ëè ýòà çàäà÷à?

23. 1. Ïîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà n è
íå ïðåâîñõîäÿùèõ ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà x, ðàâíî [x/n].
2. Ñêîëüêî åñòü ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 10000 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà 3,
íè íà 5, íè íà 7?
3. Ñêîëüêî åñòü ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 3, íè íà 5, íè
íà 7?
4. Ñêîëüêî åñòü ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 10000 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà îäíî
èç ÷èñåë 6,10 è 15?
5. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè n = 30m, òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðå-
âîñõîäÿùèõ n è íå äåëÿùèõñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë 6,10 è 15, ðàâíî 22m.

24. Ïóñòü n > 5. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâå
{n + 1, n + 2, . . . , n + 30} íå áîëüøå âîñüìè.

25. Íà êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíî ïî n òî÷åê, ðàçáè-
âàþùèõ å¼ íà n + 1 ðàâíûõ ÷àñòåé. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå òðåóãîëü-
íèêè ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ (ïî îäíîé íà êàæäîé ñòîðîíå).
Ñêîëüêî ñðåäè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ òàêèõ, ó êîòîðûõ íè îäíà èç ñòîðîí íå
ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ABC?

26. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 6-çíà÷íûõ íîìåðîâ (ïåðâûå öèôðû ìîãóò áûòü
è íóëÿìè) ñ ñóììîé öèôð 27?

27. Â êîøåëüêå ëåæèò ïî 20 ìîíåò äîñòîèíñòâîì â 1, 2 è 5 ðóáëåé.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî èç ýòèõ 60 ìîíåò âûáðàòü k ìîíåò?
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Çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ è âñòðå÷àõ

28. Ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé íàéòè ÷èñëî áåñïîðÿäêîâ
Dn äëÿ n = 1, . . . , 8.

29. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà øàõìàòíîé äîñêå 8
îäèíàêîâûõ ëàäåé òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå èç íèõ íå áèëè äðóã äðóãà è
÷òîáû íè îäíà ëàäüÿ íå ñòîÿëà íà ãëàâíîé äèàãîíàëè?

30. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü êëåòêè øàõìàòíîé äîñêè
8×8 â 8 öâåòîâ òàê, ÷òîáû êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó, áûëè áû îêðà-
øåíû â ðàçíûå öâåòà è ÷òîáû â êàæäîì ãîðèçîíòàëüíîì ðÿäó âñòðå÷àëèñü
âñå 8 öâåòîâ?

31. Äâå êîëîäû êàðò, ñîäåðæàùèå ïî 52 êàðòû, òùàòåëüíî òàñóþòñÿ,
ïîñëå ÷åãî ñðàâíèâàþòñÿ êàðòà çà êàðòîé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íå áóäåò íè îäíîé ïàðû ñîâïàäàþùèõ êàðò?

32. Äëÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê n ýëåìåíòîâ ñ k âñòðå÷àìè Dn,k äîêàçàòü
òîæäåñòâà:

1)
n∑

k=0

Dn,k = n!; 2) Dn,k = n
k
Dn−1,k−1 (k = 1, . . . , n);

3)
n∑

k=1

kDn,k = n!; 4)
n∑

k=0

Ck
nDk = n!;

5)
n∑

k=m

Cm
k Dn,k = n!

m!
; 6)

n∑
k=0

(k − 1)2Dn,k = n!.

33. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2 . . . , n.
Ïóñòü ξ � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, îñòàþùèõñÿ íà ñâîèõ ìåñòàõ. Íàéòè
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

34. Ñåêðåòàðøå íóæíî îòïðàâèòü n ðàçëè÷íûõ ïèñåì ïî n ðàçëè÷íûì
àäðåñàì. Îíà ïîäïèñûâàåò êîíâåðòû è ñëó÷àéíûì îáðàçîì âêëàäûâàåò
ïèñüìà â êîíâåðòû. Ñêîëüêî â ñðåäíåì ïèñåì äîéäåò äî ñâîåãî àäðåñàòà?



84

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ
35. Íàéòè ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

1)an+2 = 4an+1 − 3an; a1 = 10, a2 = 16;
2)an+2 = 2 cos αan+1 − an; a1 = cos α, a2 = cos 2α.

36. Íàéòè êîëè÷åñòâî n-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñîñòîÿùèõ èç öèôð 1, 2, 3, â
êîòîðûõ ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ, à òàêæå ëþáûå äâå ñîñåäíèå öèôðû ðàçëè÷-
íû.

37. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàñêðàñîê âåðøèí n-óãîëüíèêà, åñëè ñîñåäíèå
âåðøèíû äîëæíû áûòü ðàçíîãî öâåòà, à âñåãî èìååòñÿ k öâåòîâ?

38. Íàéòè ax4 + by4, åñëè

1)





a + b = 1,
ax + by = 1,

ax2 + by2 = 2,
ax3 + by3 = 3;

2)





a + b = 1,
ax + by = 2,

ax2 + by2 = 5,
ax3 + by3 = 14;

3)





a + b = 23,
ax + by = 79,

ax2 + by2 = 217,
ax3 + by3 = 691.

39. Íàéòè îáùèå ðåøåíèÿ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:
1) an+2 + 2an+1 + an = 0;
2) an+3 + 10an+2 + 32an+1 + 32an = 0;
3) an+3 + 3an+2 + 3an+1 + an = 0.

40. Íàéòè an ïî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:
1) an+3 − 3an+2 + an+1 − 3an = 0, a1 = 3, a2 = 7, a3 = 27;
2) an+3 − 3an+1 + 2an = 0, a1 = a, a2 = b, a3 = c.

41. ×¼ðò ïðåäëîæèë êàðòî÷íîìó øóëåðó: �Êàæäûé ðàç, êàê òû ïåðåé-
ä¼øü ìîñò è âåðíåøüñÿ îáðàòíî, òâîè äåíüãè â êàðìàíå óäâîÿòñÿ, íî çà
ýòî òû ìíå çàïëàòèøü â ïåðâûé ðàç 50 ðóá, âî âòîðîé � 100 ðóá, â òðåòèé
� 150 ðóá è ò.ä.� Øóëåð ïðîøåë ïî ìîñòó 17 ðàç âïåðåä è íàçàä. Ñíà-
÷àëà îí çíà÷èòåëüíî îáîãàùàëñÿ, îäíàêî çàòåì íå òîëüêî ñïóñòèë òî, ÷òî
ïðèîáðåë, íî äàæå îñòàëñÿ äîëæåí ÷¼ðòó 360 ðóá 72 êîï. Ñêîëüêî äåíåã
ó øóëåðà áûëî èçíà÷àëüíî? Êàê áû èçìåíèëàñü ñèòóàöèÿ, åñëè áû ýòèõ
äåíåã áûëî íà êîïåéêó áîëüøå?
(Æóðíàë �Ìàòåìàòè÷åñêèé âåñòíèê�, 1914 ã.)

×èñëà Ôèáîíà÷÷è
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (fn) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

f0 = 0, f1 = 1, ∀n ∈ N0 fn+2 = fn+1 + fn.

42. Ïðûãóí ïåðåìåùàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî âäîëü êëåò÷àòîé ëåíòû, ñî-
âåðøàÿ ïðûæêè íà îäíó èëè äâå êëåòêè. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ îí ìîæåò
ïåðåìåñòèòüñÿ èç 1-é êëåòêè â n-þ?

43. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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1) f1 + f3 + . . . + f2n+1 = f2n+2;

2) 1 + f2 + f4 + . . . + f2n = f2n+1;

3) f1 + f2 + . . . + fn = fn+2 − 1;

4) fkfk+1 − fk−1fk = f 2
k ;

5) f 2
1 + f 2

2 + . . . + f 2
n = fnfn+1;

6) 1− 1
1·2 + 1

2·3 − 1
3·5 + . . . + (−1)n 1

fn−1fn
= fn−1

fn
;

7) fn+m = fn−1fm + fnfm+1;

8) f2n = f 2
n+1 − f 2

n−1;

9) f 2
n + f 2

n+1 = f2n+1;

10) f 3
n+1 + f 3

n − f 3
n−1 = f3n;

11) åñëè n äåëèòñÿ íà m, òî fn äåëèòñÿ íà fm;

12) äëÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ñïðàâåä-
ëèâî ñîîòíîøåíèå (fn, fm) = f(n,m);

13) åñëè m > 2 è fn äåëèòñÿ íà fm, òî n äåëèòñÿ íà m.

44. Äîêàçàòü òîæäåñòâî
∑[n/2]

k=0 Ck
n−k = fn+1.

45. Âû÷èñëèòü òð¼õäèàãîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü ðàçìåðà n× n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 0 0 . . . 0 0 0
1 1 −1 0 . . . 0 0 0
0 1 1 −1 . . . 0 0 0
... ... ... ... . . . ... ... ...
0 0 0 0 . . . 1 1 −1
0 0 0 0 . . . 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

46. Äîêàçàòü, ÷òî
(

1 1
1 0

)n

=

(
fn+1 fn

fn fn−1

)
.

47. Äîêàçàòü òîæäåñòâî fn+1fn−1 − f 2
n = (−1)n.

48. Ïðîäîëæèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è âëåâî (ñîõðàíÿÿ
ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå), äîêàæèòå, ÷òî f−n = (−1)n+1fn.

49. Äîêàçàòü òîæäåñòâà
1) fn+k · fm−k − fn · fm = (−1)n · fm−n−k · fk;
2) [Êàññèíè, 1680 ã.] fn+1 · fn−1 − f 2

n = (−1)n;
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3) 2f 2
n = fn−2 · fn+2 + fn−1 · fn+1;

4) fn+1fn+2 − fnfn+3 = (−1)n.

50. Íàéòè ÷èñëî äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, íå ñîäåðæà-
ùèõ åäèíèö íè â êàêèõ äâóõ ñîñåäíèõ ïîçèöèÿõ.

51. Äîêàçàòü, ÷òî èç p íóëåé è q åäèíèö ìîæíî ñîñòàâèòü Cq
p+1 ðàçëè÷-

íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ íèãäå íå îêàæåòñÿ ðÿäîì
äâå åäèíèöû.

52. Ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷ äàòü êîìáèíàòîðíîå äîêàçà-
òåëüñòâî òîæäåñòâà çàäà÷è 44.

53. Íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîêðûòèé ïðÿìîóãîëüíèêà 2 × n ïðÿìî-
óãîëüíèêàìè 1× 2.
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Òåîðèÿ ãðàôîâ
Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

1. Ïóñòü Gn � ïðîñòîé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {v1, . . . , vn}, â êî-
òîðîì âåðøèíû vi è vj ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà i è j
âçàèìíî ïðîñòû. Èçîáðàçèòü ãðàôû G4 è G6 è íàéòè èõ ìàòðèöû ñìåæíî-
ñòè. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè m < n, òî Gm ⊂ Gn.

2. Äëÿ ãðàôîâ èç êàæäîé ïàðû ãðàôîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå,
âûÿñíèòü, èçîìîðôíû ëè îíè.
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3. Íàéòè âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) ïðîñòûå ãðàôû, â êîòîðûõ
íå áîëåå ïÿòè âåðøèí.

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ ãðàôîâ ñ 10
âåðøèíàìè è 1) 44; 2) 43 ð¼áðàìè?

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîìå÷åííûõ ïðîñòûõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè?
Ñêîëüêî èç íèõ èìååò m ð¼áåð?

6. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòîì ãðàôå ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ âåðøèíàìè
íàéäóòñÿ äâå âåðøèíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè.

7. Ïîêàçàòü, ÷òî ð¼áåðíûå ãðàôû L(Kn) è L(Kn,m) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿð-
íûìè.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n > 2 çâ¼çäíûé ãðàô K1,n íå ÿâëÿåòñÿ ð¼áåðíûì
ãðàôîì.

9. Ïóñòü ρ1, ρ2, . . . , ρn � ñòåïåíè âåðøèí ãðàôà G. Ñêîëüêî âåðøèí è
ð¼áåð ñîäåðæèò ð¼áåðíûé ãðàô L(G)?

10. Ïðèâåñòè ïðèìåðû (êîãäà ýòî âîçìîæíî)
1) äâóäîëüíîãî ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåãóëÿðíûì;
2) êóáè÷åñêîãî ãðàôà ñ 9 âåðøèíàìè;
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3) (äëÿ êàæäîãî n) ïðîñòîãî ãðàôà ñ n âåðøèíàìè è (n−1)(n−2)
2

ð¼áðàìè;

4) (äëÿ êàæäîãî n) ïðîñòîãî ãðàôà ñ n âåðøèíàìè, èçîìîðôíîãî ñâîåìó
ð¼áåðíîìó ãðàôó;

5) ñâÿçíûõ ãðàôîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåãóëÿðíûìè ãðàôàìè ñòåïåíè 4.

11. Êàêèå èç ïëàòîíîâûõ ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ äâóäîëüíûìè?

12. [Òåîðåìà Ê¼íèãà.] Ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âñå åãî öèêëû èìåþò ÷¼òíóþ äëèíó. Äîêàçàòü.

13. Äîêàçàòü, ÷òî â íåïóñòîì äâóäîëüíîì ðåãóëÿðíîì ãðàôå äîëè ñî-
äåðæàò ðàâíîå ÷èñëî âåðøèí.

14. Ìîæåò ëè ðåãóëÿðíûé ñòåïåíè âûøå 1 äâóäîëüíûé ãðàô èìåòü
ìîñòû?

15. Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíè ÷åòûð¼õ âåðøèí ðàâíû 3, à ñòåïåíè
îñòàëüíûõ âåðøèí ðàâíû 4. Äîêàçàòü, ÷òî íåëüçÿ óäàëèòü ðåáðî òàê,
÷òîáû ãðàô ðàñïàëñÿ íà äâå èçîìîðôíûå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.

16. Íàéòè äîïîëíåíèÿ ê ãðàôàì, ñîîòâåòñòâóþùèì òåòðàýäðó, êóáó è
îêòàýäðó.

17. Âû÷èñëèòü

1) C4 + N2; 2) Kn + Km; 3) Kn,m; 4) G + H (G è H � ïðîñòûå ãðàôû).

18. Ïóñòü G, H è K � ïðîñòûå ãðàôû; äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü
ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) G ∪ (H + K) = (G ∪H) + (G ∪K);
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2) G + (H ∪K) = (G + H) ∪ (G + K).

19. Íàéòè ìàòðèöû ñìåæíîñòè ãðàôîâ Kn, Nn è Cn.
20. ×åì õàðàêòåðíà ìàòðèöà ñìåæíîñòè äâóäîëüíîãî ãðàôà?
21. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè ñìåæíîñòè ïðîñòîãî ãðàôà è åãî

äîïîëíåíèÿ?
22. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ðåãóëÿðíîãî ãðàôà ñòåïåíè k. Äî-

êàçàòü, ÷òî k åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A. Íàéòè îòâå÷àþùèé
åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð.

23. Â ãðàôå Ïåòåðñåíà íàéòè öèêëû äëèíû 5, 6, 8 è 9.
24. Â ãðàôå Ïåòåðñåíà íàéòè ðàçðåçû èç 3, 4 è 5 ð¼áåð.
25. Äîêàçàòü, ÷òî äîïîëíåíèå ê (ïðîñòîìó) íåñâÿçíîìó ãðàôó åñòü

ñâÿçíûé ãðàô.
26. Äîêàçàòü, ÷òî ð¼áåðíûé ãðàô ñâÿçíîãî ãðàôà ñâÿçåí.
27. Ïóñòü G � ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí {v1, . . . , vn} è ìàòðèöåé

ñìåæíîñòè A. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ìàðøðóòîâ äëèíû k èç vi â vj ðàâíî
(i, j)-ìó ýëåìåíòó ìàòðèöû Ak. Ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî åñëè G � ïðîñòîé
ãðàô, òî ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ (öèêëîâ äëèíû 3) â G ðàâíî tr A3/6 (ãäå
tr A =

∑n
i=1 aii � ñëåä ìàòðèöû A). Âåðíî ëè, ÷òî ÷èñëî öèêëîâ äëèíû 4

ðàâíî tr A4/8?

28. Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïðåäëîæèòå àëãî-
ðèòì îïðåäåëåíèÿ äèàìåòðà ãðàôà ïî åãî ìàòðèöå ñìåæíîñòè.

29. [Ýêñòðåìàëüíàÿ òåîðåìà Òóðàíà.] Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô ñ 2n
âåðøèíàìè, íå ñîäåðæàùèé òðåóãîëüíèêîâ. Äîêàçàòü, ÷òî â G íå áîëåå n2

ð¼áåð è ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ýòà âåðõíÿÿ ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ.
30. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ð¼áåð â ïðîñòîì ãðàôå ñ 2n + 1 âåðøè-

íàìè, íå ñîäåðæàùåì òðåóãîëüíèêîâ.
31. Íàéòè ðàäèóñ è äèàìåòð ãðàôà Ïåòåðñåíà.
32. Ãðàôîì Êëåáøà íàçûâàþò ãðàô, îáðàçîâàííûé âåðøèíàìè, ð¼á-

ðàìè è ãëàâíûìè äèàãîíàëÿìè ÷åòûð¼õìåðíîãî êóáà. Äðóãèìè ñëîâàìè,
â êà÷åñòâå âåðøèí ãðàôà Êëåáøà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óïîðÿäî÷åííûå
äâîè÷íûå íàáîðû 0000, 0001, . . . , 1111; è âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ ëèáî
â îäíîì, ëèáî âî âñåõ ðàçðÿäàõ. Íàéòè ðàäèóñ è äèàìåòð ãðàôà Êëåáøà.
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Ãàìèëüòîíîâû è ýéëåðîâû ãðàôû
33. Äëÿ êàêèõ ÷èñåë m è n ñëåäóþùèå ãðàôû ÿâëÿþòñÿ à) ýéëåðîâûìè;

á) ãàìèëüòîíîâûìè: 1) Kn; 2) Km,n; 3) Wn?
34. Ïðèâåñòè ïðèìåð ýéëåðîâà ãðàôà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ãàìèëüòîíîâûì,

è ãàìèëüòîíîâà ãðàôà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ýéëåðîâûì.
35. Ïóñòü G � äâóäîëüíûé ãðàô, äîëè êîòîðîãî ñîäåðæàò m è n âåðøèí

ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî
1) åñëè G � ãàìèëüòîíîâ ãðàô, òî m = n;

2) åñëè G � ïîëóãàìèëüòîíîâ ãðàô, òî |m− n| ≤ 1.

36. Ìîæåò ëè à) êîíü; á) êîðîëü; â) ëàäüÿ ïîáûâàòü íà êàæäîé êëåò-
êå øàõìàòíîé äîñêè ðàçìåðîì 8 × 8 ðîâíî îäèí ðàç è ïîñëåäíèì õîäîì
âîçâðàòèòüñÿ â èñõîäíóþ ïîçèöèþ? Ðåøèòü òàêóþ æå çàäà÷ó äëÿ äîñêè
7× 7.

37. Ìîæíî ëè ïðîãóëÿòüñÿ ïî ïàðêó è åãî îêðåñòíîñòÿì (ñì. ðèñ.) òàê,
÷òîáû ïðè ýòîì ïåðåëåçòü ÷åðåç êàæäûé çàáîð ðîâíî îäèí ðàç?
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38. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãðàô G ñâÿçåí è èìååò k > 0 âåðøèí íå÷¼òíîé
ñòåïåíè, òî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî íå èìåþùèõ îáùèõ ð¼áåð öåïåé, îáúåäè-
íåíèå êîòîðûõ ñîäåðæèò êàæäîå ðåáðî ãðàôà G, ðàâíî k/2.

39. Äàí êóñîê ïðîâîëîêè äëèíîé 120 ñì. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàç
ïðèäåòñÿ ëîìàòü ïðîâîëîêó, ÷òîáû èçãîòîâèòü êàðêàñ êóáà ñ ðåáðîì 10 ñì?

40. Ìîæíî ëè ñåòêó, ñîñòàâëåííóþ èç åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ,

p
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p

ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ 1) âîñüìè ëîìàíûõ äëèíû 5; 2) ïÿòè ëî-
ìàíûõ äëèíû 8?

41. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ôë¼ðè íàéòè ýéëåðîâ öèêë â ãðàôå íà ðè-
ñóíêå.
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42. Äîêàçàòü, ÷òî ð¼áåðíûé ãðàô ïðîñòîãî ýéëåðîâà ãðàôà ÿâëÿåòñÿ
îäíîâðåìåííî ýéëåðîâûì è ãàìèëüòîíîâûì.

43. Äîêàçàòü, ÷òî ð¼áåðíûé ãðàô ïðîñòîãî ãàìèëüòîíîâà ãðàôà ÿâëÿ-
åòñÿ ãàìèëüòîíîâûì.

Äåðåâüÿ
44. Íàéòè âñå (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà) äåðåâüÿ, â êîòîðûõ íå

áîëåå ñåìè âåðøèí.
45. Âîëåéáîëüíàÿ ñåòêà èìååò âèä ïðÿìîóãîëüíèêà 50×600 êëåòîê. Êà-

êîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âåð¼âî÷åê ìîæíî ïåðåðåçàòü òàê, ÷òîáû ñåòêà
íå ðàñïàëàñü íà êóñêè?

46. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì ãðàôîì. Êàêèå
äåðåâüÿ ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè äâóäîëüíûìè ãðàôàìè?

47. Åñëè â äåðåâå íå ìåíåå äâóõ ð¼áåð, òî åãî ðàäèóñ ìåíüøå äèàìåòðà.
Äîêàçàòü.

48. Äîêàçàòü, ÷òî öåíòð äåðåâà ñîñòîèò èç îäíîé âåðøèíû, åñëè äèà-
ìåòð äåðåâà åñòü ÷¼òíîå ÷èñëî, è äâóõ âåðøèí â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

49. Âåðíî ëè, ÷òî â äåðåâå ñ íå÷¼òíûì äèàìåòðîì ëþáûå äâå ïðîñòûå
öåïè íàèáîëüøåé äëèíû èìåþò õîòÿ áû îäíî îáùåå ðåáðî?

50. Âûðàçèòå ðàäèóñ äåðåâà ÷åðåç åãî äèàìåòð.
51. Ïóñòü n � êîëè÷åñòâî âåðøèí äåðåâà, r � åãî ðàäèóñ. Äîêàçàòü,

÷òî n ≥ 2r.

52. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè äèàìåòð ãðàôà ðàâåí k > 2, òî ãðàô èìååò
ñòÿãèâàþùåå äåðåâî äèàìåòðà k?

53. Ïóñòü T1 è T2 � ñòÿãèâàþùèå äåðåâüÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G. Ïîêàçàòü,
÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà e èç T1 ñóùåñòâóåò ðåáðî f èç T2 òàêîå, ÷òî ïîñëå
�çàìåíû� â T1 ðåáðà e íà ðåáðî f âíîâü ïîëó÷èòñÿ ñòÿãèâàþùåå äåðåâî.
(Ñ ïîìîùüþ ïîäîáíîé ïðîöåäóðû ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñòÿãèâàþùèõ äåðåâüåâ T1, . . . , T2, â êîòîðîé êàæäîå äåðåâî ïîëó÷àåòñÿ èç
ïðåäûäóùåãî çàìåíîé îäíîãî ðåáðà).

54. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ð¼áåðíî-ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n ≥ 3 âåðøè-
íàìè (â êîòîðûõ ïîìå÷åíû íå âåðøèíû, à ð¼áðà) ðàâíî nn−3.

55. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ n âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûì îá-
ðàçîì âûáðàííàÿ âåðøèíà äåðåâà ñ n âåðøèíàìè ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷åé, ïðè-
áëèæåííî ðàâíà 1/e.

56. Íàéòè ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ìèíèìàëüíîãî âåñà äëÿ êàæäîãî ãðàôà
íà ðèñ.
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57. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñèñòåìó íåôòåïðîâîäîâ, êîòîðûå äîëæíû
ñîåäèíÿòü ñåìü íåôòåî÷èñòèòåëüíûõ çàâîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé
êîìïàíèè, ñ ïîðòîì (Ï), êóäà ïîñòóïàåò ñûðàÿ íåôòü. Èçâåñòíû ïðåäïî-
ëàãàåìûå åæåãîäíûå çàòðàòû íà ýêñïëóàòàöèþ íåôòåïðîâîäà ìåæäó ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ïóíêòàìè.

Ï 1 2 3 4 5 6 7
Ï 0 5 6 8 2 6 9 10
1 5 0 4 10 5 8 6 10
2 6 4 0 11 8 4 9 10
3 8 10 11 0 10 3 6 7
4 2 5 8 10 0 2 5 9
5 6 8 4 3 2 0 10 5
6 9 6 9 6 5 10 0 8
7 10 10 10 7 9 5 8 0

Íàéòè ñèñòåìó íåôòåïðîâîäîâ, ïîçâîëÿþùóþ îñóùåñòâëÿòü ïåðåáðîñêó
íåôòè îò ïîðòà êî âñåì çàâîäàì ñ ìèíèìàëüíûìè ãîäîâûìè ýêñïëóàòà-
öèîííûìè çàòðàòàìè.

Êîðíåâûå äåðåâüÿ
Äåðåâî ñ âûäåëåííîé âåðøèíîé (êîðíåì) íàçûâàþò êîðíåâûì äåðå-

âîì.
58. Íàéòè ÷èñëî ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè.
Â êíèãàõ, ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ ñòðóêòóð äàííûõ, êîðíåâîå äå-

ðåâî îïðåäåëÿþò ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Êîðíåâîå äåðåâî T � ýòî íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî T ñ ýëåìåí-

òàìè, íàçûâàåìûìè âåðøèíàìè, òàêèìè, ÷òî

1) èìååòñÿ âûäåëåííàÿ âåðøèíà, íàçûâàåìàÿ êîðíåì äàííîãî äåðåâà;

2) åñëè ìíîæåñòâî îñòàëüíûõ âåðøèí íåïóñòî, òî îíî ðàçáèâàåòñÿ íà m
ìíîæåñòâ T1, . . . , Tm, êàæäîå èç êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ
êîðíåâûì äåðåâîì.

Äåðåâüÿ T1, . . . , Tm íàçûâàþòñÿ ïîääåðåâüÿìè äàííîãî êîðíÿ. Èç îïðå-
äåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî
ñâîåãî äåðåâà. ×èñëî ïîääåðåâüåâ äåðåâà ñ êîðíåì r � ïîðÿäîê âåðøèíû
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r. Âåðøèíû íóëåâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò ëèñòüÿìè; îñòàëüíûå âåðøèíû
íàçûâàþò âíóòðåííèìè.

59. Ñêîëüêî ëèñòüåâ èìååò äåðåâî ñ k âíóòðåííèìè âåðøèíàìè, ïîðÿ-
äîê êàæäîé èç êîòîðûõ ðàâåí äâóì?

60. Â òóðíèðå ïî îëèìïèéñêîé ñèñòåìå (�ïðîèãðàâøèé âûáûâàåò�)
ó÷àñòâóåò n ÷åëîâåê. Ñêîëüêî âñòðå÷ áóäåò ïðîâåäåíî?

61. Íåêòî êóïèë êóðèöó. Ïîñëå òîãî, êàê îíà ñíåñëà äâà ÿéöà, å¼ ñúåëè.
Èç ÿèö âûâåëèñü öûïëÿòà. Ïåòóõîâ ñúåäàëè ñðàçó, à êóðèö � ïîñëå òîãî,
êàê îíè ñíîñèëè ïî äâà ÿéöà. È ò.ä. Â êàêîé-òî ìîìåíò âûâåëèñü îäíè
ïåòóõè, è ïðîöåññ çàêîí÷èëñÿ. Ñêîëüêî êóðèö áûëî ñúåäåíî, åñëè ñúåëè 97
ïåòóõîâ?

62. Ñêîëüêî ëèñòüåâ èìååò äåðåâî, â êîòîðîì (êðîìå ëèñòüåâ) ñîäåð-
æèòñÿ n1 âåðøèí ïîðÿäêà 1, n2 âåðøèí ïîðÿäêà 2,. . . , ns âåðøèí ïîðÿäêà s?

Îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû. Àëãîðèòìû
63. Ïàññàæèð îáðàùàåòñÿ çà óñëóãàìè ê íåêîòîðîé àâèàêîìïàíèè. Îí

æåëàåò ïîïàñòü âîçäóøíûì ïóò¼ì èç ×åëÿáèíñêà â Áîñòîí, ïðîâåäÿ â âîç-
äóõå êàê ìîæíî ìåíüøå âðåìåíè. Êàêîé ãðàô íóæíî ðàññìîòðåòü äëÿ ðå-
øåíèÿ äàííîé çàäà÷è?

64. Ïóñòü A � ìàòðèöà ñìåæíîñòè îðãðàôà ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí
{v1, . . . , vn}. Êàêîé ñìûñë èìåþò ñóììû ñòðîê è ñóììû ñòîëáöîâ ìàòðèöû
A? Äîêàçàòü, ÷òî (i, j)-é ýëåìåíò ìàòðèöû Ak ðàâåí ÷èñëó ïóòåé äëèíû k
èç vi â vj.

65. Â äåðåâå ñ n âåðøèíàìè ð¼áðà îðèåíòèðóþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàéä¼òñÿ âåðøèíà, èç êîòîðîé âåäóò ïóòè
êî âñåì îñòàëüíûì âåðøèíàì?

66. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ åãî âåðøèíó v.
Äîêàçàòü, ÷òî ìîæíî òàê îðèåíòèðîâàòü ð¼áðà ãðàôà, ÷òî â ïîëó÷èâøåìñÿ
îðãðàôå ñóùåñòâóåò ïóòü îò v äî ëþáîé äðóãîé âåðøèíû.

67. Â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ñî ñâÿçíûì îñíîâàíèåì äëÿ êàæäîé âåð-
øèíû ïîëóñòåïåíü èñõîäà ðàâíà ïîëóñòåïåíè çàõîäà. Äîêàçàòü, ÷òî îðãðàô
ýéëåðîâ.

68. Ôàðìàöåâòè÷åñêàÿ ôèðìà ïëàíèðóåò ðàçðàáîòàòü â òå÷åíèå ãîäà
íîâûé ïðåïàðàò. Ðàçðàáîòêà åãî îñóùåñòâëÿåòñÿ â ÷åòûðå ýòàïà, êîòîðûå
ìîãóò ïðîõîäèòü â ðàçíîì òåìïå è òðåáîâàòü ñîîòâåòñòâåííî ðàçíûõ çà-
òðàò. Ñîîòâåòñòâóþùèå äàííûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå.
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Äëèòåëüíîñòü ýòàïà(ìåñ.) / çàòðàòû (ó.å.)
òåìï ìåäëåííûé íîðìàëüíûé áûñòðûé

ýòàï
òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ 5/5 4/7 2/10
ëàáîðàòîðíûå ýêñïåðèìåíòû 3/6 2/8 1/12
ïðîõîæäåíèå ýêñïåðòèçû 6/1 4/1 2/3

ñáûò 5/8 4/10 3/15

Íàéòè íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûé äëÿ ôèðìû ñïîñîá ðàçðàáîòêè ïðåïàðàòà â
òå÷åíèå ãîäà.

69. Íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü îò 1-é âåðøèíû äî âñåõ îñòàëüíûõ (ñì.
ðèñ. 1, à, á).
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70. Äàíà ñòðóêòóðíî-âðåìåííàÿ òàáëèöà ðàáîò ïî ñòðîèòåëüñòâó äîìà.

Ýòàï ïðîåêòà Îáîçíà- Îïîðíûå Âðåìÿ
(ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà) ÷åíèå ðàáîòû âûïîëíåíèÿ
Ðàñ÷èñòêà ó÷àñòêà e1 − 1
Çàêëàäêà ôóíäàìåíòà e2 e1 4
Âîçâåäåíèå ñòåí e3 e2 4
Ìîíòàæ ýëåêòðîïðîâîäêè e4 e3 3
Øòóêàòóðíûå ðàáîòû e5 e4, e9 4
Áëàãîóñòðîéñòâî òåððèòîðèè e6 e3 6
Îòäåëî÷íûå ðàáîòû e7 e5 4
Íàñòèë êðûøè e9 e3 5

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñåòåâîé ãðàôèê, íàéòè íàèìåíüøåå âðåìÿ âûïîëíå-
íèÿ ïðîåêòà, îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèé ïóòü, âû÷èñëèòü ðåçåðâû âðåìåíè
äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé îïåðàöèè.

71. Äàíà ñòðóêòóðíî-âðåìåííàÿ òàáëèöà ðàáîò ïî îðãàíèçàöèè
âûñòàâêè-ïðîäàæè òîâàðîâ.
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Ýòàï ïðîåêòà Îáîçíà- Îïîðíûå Âðåìÿ
(ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà) ÷åíèå ðàáîòû âûïîëíåíèÿ
Çàêàç íà îáîðóäîâàíèå è òîâàðû e1 − 10
Ðàçðàáîòêà ñèñòåìû ó÷¼òà ñïðîñà e2 − 12
Îòáîð òîâàðîâ è âûïèñêà ñ÷¼òîâ e3 e1 2
Çàâîç òîâàðîâ e4 e3 3
Çàâîç îáîðóäîâàíèÿ e5 e1 5
Óñòàíîâêà îáîðóäîâàíèÿ e6 e5 6
Âûêëàäêà òîâàðà e7 e4 6
Ó÷¼ò íàëè÷èÿ òîâàðà e8 e4 5
Îôîðìëåíèå çàëà è âèòðèíû e9 e6, e7 5
Èçãîòîâëåíèå äîêóìåíòîâ ó÷¼òà e10 e2, e8 4
Ðåïåòèöèÿ âûñòàâêè-ïðîäàæè e11 e9, e10 2

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñåòåâîé ãðàôèê, íàéòè íàèìåíüøåå âðåìÿ âûïîëíå-
íèÿ ïðîåêòà, îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèé ïóòü, âû÷èñëèòü ðåçåðâû âðåìåíè
äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîé îïåðàöèè.

72. Ïóñòü ïðîåêòû îïèñûâàþòñÿ âçâåøåííûìè ãðàôàìè (ñì. ðèñ. 2,
à, á), ãäå äóãè ñîîòâåòñòâóþò îïåðàöèÿì (ýòàïàì) ïðîåêòà, à âåñ äóãè îáî-
çíà÷àåò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè. Íàéòè íàèìåíüøåå
âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòîâ, êðèòè÷åñêèå ïóòè è ðåçåðâû âðåìåíè äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ êàæäîé îïåðàöèè.
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73. Íàéòè ìàêñèìàëüíûå ïîòîêè è ìèíèìàëüíûå ðàçðåçû â òðàíñïîðò-
íûõ ñåòÿõ (ñì. ðèñ. 3, à, á). ×èñëî ðÿäîì ñ äóãîé åñòü å¼ ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü.
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74. Ïóñòü èìååòñÿ m íåæåíàòûõ ìóæ÷èí, n íåçàìóæíèõ æåíùèí è k
ñâàõ. Ó êàæäîé ñâàõè åñòü ñïèñîê ñâîèõ êëèåíòîâ; ìåæäó ëþáûìè ìóæ-
÷èíîé è æåíùèíîé èç ýòîãî ñïèñêà ñâàõà ìîæåò óñòðîèòü áðàê. Äëÿ i-é
ñâàõè ÷èñëî óñòðîåííûõ åþ çà ãîä áðàêîâ íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà bi. Ïåðåâå-
ñòè çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî ÷èñëà áðàêîâ, êîòîðûå ìîãóò óñòðî-
èòü ñâàõè çà ãîä, â çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â íåêîòîðîé
ñåòè.



Âîïðîñû äëÿ ñàìîêîíòðîëÿ

Êîìáèíàòîðèêà
1. Â ÷åì ñîñòîèò ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ?

2. ×òî òàêîå óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà è íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà? ×òî
òàêîå âûáîðêà ñ ïîâòîðåíèÿìè è âûáîðêà áåç ïîâòîðåíèé?

3. Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ðàçìåùåíèé èç n ïî m áåç ïîâòîðåíèé
è ñ ïîâòîðåíèÿìè.

4. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé áåç ïîâòîðåíèé.

5. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.

6. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü n îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî
m ðàçëè÷íûì óðíàì?

7. Âûâåäèòå ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè.

8. Âûâåäèòå ïîëèíîìèàëüíóþ ôîðìóëó. Êàê åå ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëó-
÷èòå ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà.

9. Êàê äîêàçûâàþòñÿ òîæäåñòâà äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ
ïîìîùüþ èõ êîìáèíàòîðíîé òðàêòîâêè? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû.

10. ×òî òàêîå ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà? Ïðîèëëþñòðèðóéòå ôîð-
ìóëó âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ è òðåõ ìíîæåñòâ.

11. Êàê äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîä-
ñ÷åòà âêëàäà êàæäîãî ýëåìåíòà â ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ôîðìóëû?

12. ×òî òàêîå áåñïîðÿäîê? Ïðèìåíèòå ôîðìóëó âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ
äëÿ ïîäñ÷åòà ÷èñëà áåñïîðÿäêîâ.
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13. Â ÷åì ñîñòîèò çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ è âñòðå÷àõ? Êàê ñâåñòè âû÷èñ-
ëåíèå êîëè÷åñòâà ïåðåñòàíîâîê ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì âñòðå÷ ê
âû÷èñëåíèþ ÷èñëà áåñïîðÿäêîâ?

14. ×òî òàêîå ñþðúåêöèÿ? Êàê âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ñþðúåêöèé
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ?

15. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ðàçìåñòèòü n ðàçëè÷íûõ øàðîâ ïî m
ðàçëè÷íûì ÿùèêàì òàê, ÷òîáû íè îäèí ÿùèê íå îñòàëñÿ ïóñòûì?

16. Â ÷åì ñîñòîèò îáîáùåííàÿ ôîðìóëà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ?

17. Êàêîâ îáùèé âèä ëèíåéíîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ k-ãî ïîðÿä-
êà?

18. Êàê íàéòè ôîðìóëó n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé ëèíåé-
íûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì?

19. ×òî òàêîå ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è? Ãäå îíè ïðèìåíÿþòñÿ?

Òåîðèÿ ãðàôîâ
1. ×òî òàêîå ïðîñòîé ãðàô, ãðàô?

2. Â ÷åì ñîñòîèò ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ?

3. ×òî òàêîå èçîìîðôíûå ãðàôû?

4. ×òî òàêîå ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà? Êàêîâû åå ñâîéñòâà?

5. ×òî òàêîå äâóäîëüíûé ãðàô? Êàê åãî îïèñàòü â òåðìèíàõ ðàñêðàñîê
âåðøèí?

6. Îïðåäåëèòå îïåðàöèè íàä ãðàôàìè: îáúåäèíåíèå, ñîåäèíåíèå, äîïîë-
íåíèå.

7. ×òî òàêîå ìàðøðóò, öåïü, ïðîñòàÿ öåïü? Êàê ââîäèòñÿ îòíîøåíèå
ñâÿçàííîñòè íà ìíîæåñòâå âåðøèí? ×òî òàêîå ñâÿçíûé ãðàô è êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà?

8. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìîñòà â ãðàôå è óêàæèòå åãî ñâîéñòâà.
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9. Óêàæèòå âåðõíþþ è íèæíþþ ãðàíèöû äëÿ ÷èñëà ðåáåð ïðîñòîãî ãðà-
ôà ñ èçâåñòíûì ÷èñëîì âåðøèí è êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Íà êàêèõ
ãðàôàõ îíè äîñòèãàþòñÿ?

10. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ãðàôà: ðàññòîÿíèå
ìåæäó âåðøèíàìè, ýêñöåíòðèñèòåò âåðøèíû, ðàäèóñ è äèàìåòð ãðà-
ôà? Âûâåäèòå äâîéíîå íåðàâåíñòâî, âêëþ÷àþùåå ðàäèóñ è äèàìåòð.

11. Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ãàìèëüòîíîâà è ïîëóãàìèëüòîíîâà ãðàôà. Â ÷åì
ñîñòîèò çàäà÷à êîììèâîÿæåðà?

12. Êàêèå Âû çíàåòå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà?

13. ×òî òàêîå ýéëåðîâ ãðàô? Â ÷åì ñîñòîèò ëåãêî ïðîâåðÿåìûé êðèòåðèé
ýéëåðîâîñòè?

14. Îïèøèòå àëãîðèòì Ôëåðè ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà öèêëà.

15. Îöåíèòå äîëþ ýéëåðîâûõ ãðàôîâ ñðåäè ïðîñòûõ ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ
ñ n âåðøèíàìè. Êàê îíà ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà âåðøèí?

16. ×òî òàêîå ëåñ, äåðåâî?

17. Ñêîëüêî ðåáåð â äåðåâå ñ n âåðøèíàìè?

18. Óêàæèòå èçâåñòíûå Âàì ñâîéñòâà ãðàôà, ðàâíîñèëüíûå òîìó, ÷òî
ýòîò ãðàô � äåðåâî.

19. Ñêîëüêî èìååòñÿ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè? ×òî òàêîå
êîä Ïðþôåðà?

20. ×òî òàêîå ñòÿãèâàþùåå äåðåâî?

21. Îïèøèòå èçâåñòíûå Âàì àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ñòÿãèâàþùåãî äåðå-
âà íàèìåíüøåãî âåñà, óêàæèòå îöåíêè èõ òðóäîåìêîñòè.

22. Â ÷åì ñîòîèò àëãîðèòì Äåéêñòðû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé â
îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå?

23. Êàê íàéòè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí îðãðàôà ñ ïîìî-
ùüþ àëãîðèòìà Ôëîéäà?

24. Îïèøèòå ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñåòåâîãî ïëàíèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ.
×òî òàêîå êðèòè÷åñêèé ïóòü? Êàê íàéòè íàèìåíüøåå âðåìÿ âûïîë-
íåíèÿ ïðîåêòà è ðåçåðâû âðåìåíè âûïîëíåíèÿ êàæäîé îïåðàöèè?
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25. ×òî òàêîå òðàíñïîðòíàÿ ñåòü è ïîòîê â ñåòè?

26. Îïèøèòå àëãîðèòì Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî
ïîòîêà â òðàíñïîðòíîé ñåòè. ×òî òàêîå ìèíèìàëüíûé ðàçðåç â ñåòè
è êàê åãî íàéòè?



Ìàòåðèàëû äëÿ êîíòðîëüíûõ
ðàáîò

Çàäà÷à 1
Íàéòè êîýôôèöèåíò ïðè xk â ðàçëîæåíèè ìíîãî÷ëåíà

1) (2x3 + x2 − 2x + 1)6, k = 5; 2) (2x3 + x2 + x− 2)5, k = 5;

3) (x2 − 2x + 2)8, k = 7; 4) (x3 − x2 − 2x− 1)6, k = 7;

5) (x2 + 2x− 2)8, k = 7; 6) (x3 − x2 + 2x + 1)6, k = 8;

7) (x2 − x + 2)8, k = 7; 8) (x3 + x2 − 2x + 1)6, k = 8;

9) (x2 + x− 2)8, k = 7; 10) (x3 − x2 + 2x− 1)6, k = 8;

11) (x2 − 2x + 2)7, k = 8; 12) (x3 − x2 − 2x− 1)6, k = 8;

13) (x2 + 2x− 2)7, k = 8; 14) (x3 − x2 + 2x + 1)5, k = 7;

15) (x2 − x + 2)7, k = 8; 16) (x3 + x2 − 2x + 1)5, k = 7;

17) (x2 + x− 2)7, k = 8; 18) (x3 − x2 + 2x− 1)5, k = 7;

19) (x3 − x2 + 2x + 1)6, k = 7; 20) (x3 − x2 − 2x− 1)5, k = 7;

21) (x3 + x2 − 2x + 1)6, k = 7; 22) (x3 + x2 + x− 2)5, k = 7;

23) (x3 + x2 − 2x + 1)6, k = 6; 24) (x3 + x2 + x− 2)5, k = 6;

25) (x3 + x2 − 2x + 2)6, k = 6; 26) (x3 + x2 + x− 3)5, k = 6;

27) (x3 + x2 − 2x + 3)6, k = 5; 28) (x3 + x2 + x + 3)5, k = 6;

29) (x3 + 2x2 − 2x + 1)6, k = 6; 30) (x3 + 2x2 + x− 2)5, k = 6;

31) (x3 − x2 + 2x− 1)6, k = 5; 32) (x3 − x2 + x− 2)5, k = 5.

Çàäà÷à 2
1. Ó àíãëè÷àí èíîãäà äåòÿì äàþò íåñêîëüêî èìåí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáà-

ìè ìîæíî íàçâàòü ðåáåíêà, åñëè åìó äàþò íå áîëåå òð¼õ èìåí èç âîçìîæ-
íûõ 300 èìåí, à ïîðÿäîê èìåí ñóùåñòâåí?
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2. Ñêîëüêî èìååòñÿ 7-çíà÷íûõ ÷èñåë, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ 1
âñòðå÷àåòñÿ äâàæäû, à 0 � òðèæäû?

3. Â øàõìàòíîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 2 äåâî÷êè è 7 ìàëü÷èêîâ. Äëÿ ó÷à-
ñòèÿ â ñîðåâíîâàíèè íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç ÷åòûð¼õ ÷åëîâåê,
â êîòîðóþ îáÿçàòåëüíî äîëæíà âõîäèòü õîòÿ áû îäíà äåâî÷êà. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

4. Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî 10 òî÷åê, à íà ïàðàëëåëüíîé åé ïðÿìîé � 11
òî÷åê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò à) òðåóãîëüíèêîâ; á) ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ñ âåð-
øèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ?

5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü êîìèññèþ èç 3 ÷åëîâåê, âû-
áèðàÿ åå ÷ëåíîâ èç 4 ñóïðóæåñêèõ ïàð, íî òàê, ÷òîáû ÷ëåíû îäíîé ñåìüè
íå âõîäèëè â êîìèññèþ îäíîâðåìåííî?

6. Â êëàññå, â êîòîðîì ó÷àòñÿ Ïåòÿ è Âàíÿ, 31 ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç êëàññà ôóòáîëüíóþ êîìàíäó (11 ÷åëîâåê)
òàê, ÷òîáû Ïåòÿ è Âàíÿ íå âõîäèëè â êîìàíäó îäíîâðåìåííî?

7. Íàéòè ÷èñëî ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà
10!.

8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû �ýïèãðàô� òàê, ÷òî-
áû è ãëàñíûå, è ñîãëàñíûå øëè â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå?

9. Èç 12 äåâóøåê è 10 þíîøåé âûáèðàþò êîìàíäó, ñîñòîÿùóþ èç ïÿòè
÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ýòó êîìàíäó òàê, ÷òîáû â
íåå âîøëî íå áîëåå òð¼õ þíîøåé?

10. à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 15 ÷åëîâåê íà òðè êîìàíäû
ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé? á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç 15
÷åëîâåê äâå êîìàíäû ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûñòðîèòü 9 ÷åëîâåê ðàçíîãî ðîñòà â
êîëîííó ïî òðè ÷åëîâåêà, åñëè â êàæäîé øåðåíãå ëþäè âûñòðàèâàþòñÿ ïî
ðîñòó?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû (52 êàðòû)
10 êàðò òàê, ÷òîáû
à) ñðåäè íèõ áûë ðîâíî îäèí òóç?
á) ñðåäè íèõ áûë õîòÿ áû îäèí òóç?

13. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 6-çíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïî òðè ÷¼òíûõ è
íå÷¼òíûõ öèôðû?

14. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 10-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ðàâíà
à) 2; á) 3; â) 4?
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15. ×åëîâåê èìååò 6 äðóçåé è â òå÷åíèå 5 äíåé ïðèãëàøàåò ê ñåáå â
ãîñòè êàêèõ-òî òðîèõ èç íèõ òàê, ÷òîáû êîìïàíèÿ íè ðàçó íå ïîâòîðÿëàñü.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò ýòî ñäåëàòü?

16. Íàéòè ÷èñëî âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 10!.
17. Äîêàæèòå, ÷òî èç n ïðåäìåòîâ ÷¼òíîå ÷èñëî ïðåäìåòîâ ìîæíî âû-

áðàòü 2n−1 ñïîñîáàìè.
18. Ïîåçäó, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ m ïàññàæèðîâ, ïðåäñòîèò ñäåëàòü n

îñòàíîâîê.
à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò âûéòè ïàññàæèðû íà ýòèõ îñòàíîâêàõ?
á) Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó, åñëè ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü êîëè÷åñòâî ïàññàæèðîâ,
âûøåäøèõ íà êàæäîé îñòàíîâêå.

19. Â êîøåëüêå ëåæèò ïî 10 ìîíåò äîñòîèíñòâîì â 1, 2, 5 è 10 ðóáëåé.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî èç ýòèõ 40 ìîíåò âûáðàòü 10? 11? 20?

20. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 3 ÷åëîâåêà ìîãóò ðàçäåëèòü ìåæäó ñîáîé 6
îäèíàêîâûõ ÿáëîê, îäèí àïåëüñèí, îäíó ñëèâó è îäèí ìàíäàðèí?

21. Êàêèõ 6-çíà÷íûõ ÷èñåë áîëüøå: òåõ, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü 6, èëè
îñòàëüíûõ?

22. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 4 ÷åðíûõ øàðà, 4 áåëûõ øàðà è 4 ñèíèõ øàðà
ìîæíî ðàçëîæèòü â 6 ðàçëè÷íûõ ÿùèêîâ?

23. Íàéòè ÷èñëî ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà
90 000.

24. Îáùåñòâî èç n ÷ëåíîâ âûáèðàåò èç ñâîåãî ñîñòàâà îäíîãî ïðåäñòà-
âèòåëÿ.
à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò ïðîèçîéòè îòêðûòîå ãîëîñîâàíèå, åñëè
êàæäûé ãîëîñóåò çà îäíîãî ÷åëîâåêà (áûòü ìîæåò, è çà ñåáÿ)?
á) Ðåøèòå òó æå çàäà÷ó, åñëè ãîëîñîâàíèå � òàéíîå, ò.å. ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü
÷èñëî ãîëîñîâ, ïîäàííûõ çà êàæäîãî êàíäèäàòà, è íå ó÷èòûâàåòñÿ, êòî çà
êîãî ãîëîñîâàë ïåðñîíàëüíî.

25. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûëîæèòü â ðÿä 5 êðàñíûõ, 5 ñèíèõ
è 5 çåëåíûõ øàðîâ òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà ñèíèõ øàðà íå ëåæàëè ðÿäîì?

26. Íàéòè ÷èñëî âñåõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 13!.
27. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû, ñîäåð-

æàùåé 52 êàðòû, 6 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëè ïðåäñòàâèòåëè âñåõ
÷åòûð¼õ ìàñòåé?

28. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû, ñîäåðæà-
ùåé 52 êàðòû, 6 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëè ïðåäñòàâèòåëè òîëüêî
äâóõ ìàñòåé?
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29. Ñêîëüêî èìååòñÿ 7-çíà÷íûõ ÷èñåë, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ 1
âñòðå÷àåòñÿ òðèæäû, à 0 � äâàæäû?

30. Íàéòè ÷èñëî ñâîáîäíûõ îò êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà
12!.

31. Êàêèõ 7-çíà÷íûõ ÷èñåë áîëüøå: òåõ, â çàïèñè êîòîðûõ åñòü 1, èëè
îñòàëüíûõ?

32. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç êîëîäû â 52 êàðòû 5 êàðò
òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëî íå áîëåå äâóõ êàðò îäíîé ìàñòè?

Çàäà÷à 3
1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �èäåìïîòåíò-

íîñòü�, ÷òîáû äâå áóêâû �ò� íå øëè ïîäðÿä?
2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �ïåðåøååê�

òàê, ÷òîáû ÷åòûðå áóêâû �å� íå øëè ïîäðÿä?
3. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �ïåðåñòðîéêà�

òàê, ÷òîáû áóêâà �å� øëà íåïîñðåäñòâåííî çà �ï�?
4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �äåôîëò�, ÷òî-

áû ìåæäó äâóìÿ ãëàñíûìè áóêâàìè áûëè äâå ñîãëàñíûå?
5. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �óíèâåðñèòåò�

òàê, ÷òîáû äâå áóêâû �ò� íå øëè ïîäðÿä?
6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �êàðàêóëè�

òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå ãëàñíûå íå ñòîÿëè ðÿäîì?
7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü áóêâû ñëîâà �ïîðîøîê�

òàê, ÷òîáû òðè áóêâû �î� íå ñòîÿëè ðÿäîì?
8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �êîôåâàðêà�

òàê, ÷òîáû ãëàñíûå è ñîãëàñíûå áóêâû ÷åðåäîâàëèñü?
9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �ñàìîâàð�

òàê, ÷òîáû ãëàñíûå è ñîãëàñíûå áóêâû ÷åðåäîâàëèñü?
10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâå �êàðêàñ�

òàê, ÷òîáû îäèíàêîâûå áóêâû íå øëè äðóã çà äðóãîì?
11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû â ñëîâå �ïóðïóð�

òàê, ÷òîáû îäèíàêîâûå áóêâû íå øëè äðóã çà äðóãîì?
12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 4 áóêâû èç ñëîâà �òàðòàð�,

åñëè íå ó÷èòûâàòü ïîðÿäêà âûáðàííûõ áóêâ? Ñêîëüêî 4-çíà÷íûõ ÷èñåë
ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð ÷èñëà 112233?

13. Íàéòè ñóììó 5-çíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ ïðè âñåâîçìîæíûõ ïå-
ðåñòàíîâêàõ öèôð 1, 2, 2, 3, 4.
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14. Íàéòè ñóììó 5-çíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ ïðè âñåâîçìîæíûõ ïå-
ðåñòàíîâêàõ öèôð 1, 1, 2, 2, 2.

15. Íàéòè ñóììó 5-çíà÷íûõ ÷èñåë, ïîëó÷åííûõ ïðè âñåâîçìîæíûõ ïå-
ðåñòàíîâêàõ öèôð 1, 1, 2, 2, 3.

16. Ñêîëüêî 6-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 1, 2, 3, . . . ,
9, åñëè êàæäîå ÷èñëî äîëæíî ñîñòîÿòü èç òð¼õ ÷¼òíûõ è òð¼õ íå÷¼òíûõ
öèôð, ïðè÷åì íèêàêèå äâå öèôðû â íåì íå ïîâòîðÿþòñÿ?

17. Ñêîëüêî 4-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð ÷èñëà 1122334?
18. Ñêîëüêî 5-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð ÷èñëà

11122334?
19. Ñêîëüêî 6-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð ÷èñëà

111223345?
20. Ñêîëüêî 5-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð ÷èñëà 11122334

òàê, ÷òîáû òðè öèôðû 1 íå øëè äðóã çà äðóãîì?
21. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ 10-çíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî íàïèñàòü, ïîëüçóÿñü

òðåìÿ öèôðàìè 1, 2, 3 ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî öèôðà 3 ïðèìåíÿ-
åòñÿ â êàæäîì ÷èñëå ðîâíî äâà ðàçà? Ñêîëüêî íàïèñàííûõ ÷èñåë äåëèòñÿ
íà 9?

22. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �çìåååä� òàê,
÷òîáû 3 áóêâû �å� íå øëè ïîäðÿä?

23. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �èíñòèòóò�,
÷òîáû äâå áóêâû �ò� íå øëè ïîäðÿä?

24. Ñêîëüêî èìååòñÿ ïåðåñòàíîâîê öèôð 0, 1, 2, . . . , 9, â êîòîðûõ öèôðû
0, 1, 2, 3 ñòîÿò ïîäðÿä (â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå)?

25. Ñêîëüêî 4-çíà÷íûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà 9, ìîæíî ñîñòàâèòü èç
öèôð 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïðè óñëîâèè, ÷òî â êàæäîì ÷èñëå êàæäàÿ öèôðà
âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà?

26. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �ïîëèòêîð-
ðåêòíîñòü�, ÷òîáû íèêàêèå äâå îäèíàêîâûå áóêâû íå ñòîÿëè ðÿäîì?

27. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �èíäóñòðè-
àëèçàöèÿ�, ÷òîáû äâå áóêâû �è� íå øëè ïîäðÿä?

28. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �ïàñòóõ�,
÷òîáû ìåæäó äâóìÿ ãëàñíûìè áóêâàìè áûëè äâå ñîãëàñíûå?

29. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 19 ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ
ïî 5 ÿùèêàì òàê, ÷òîáû â 4 ÿùèêà ëåãëî ïî 4 ïðåäìåòà, à â îñòàâøèéñÿ �
3 ïðåäìåòà?
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30. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 19 ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ
ïî 5 ÿùèêàì òàê, ÷òîáû â 4 ÿùèêà ëåãëî ïî 3 ïðåäìåòà, à â îñòàâøèéñÿ �
7 ïðåäìåòîâ?

31. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 6-çíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ñîñòîÿò èç òð¼õ ðàç-
ëè÷íûõ ÷¼òíûõ è òð¼õ ðàçëè÷íûõ íå÷¼òíûõ öèôð?

32. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà �îáîðîíî-
ñïîñîáíîñòü�, ÷òîáû äâå áóêâû �î� íå øëè ïîäðÿä?

Çàäà÷à 4
1. Â òå÷åíèå íåäåëè ñòóäåíò êàæäûé äåíü çàõîäèë â ãîñòè ê êàêîìó-

íèáóäü îäíîìó èç ÷åòûð¼õ ñâîèõ äðóçåé. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîã ýòî
ñäåëàòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îí ïîñåòèë âñåõ ÷åòûð¼õ?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, êîòîðûå
à) äåëÿòñÿ îäíîâðåìåííî íà 6 è íà 15;
á) äåëÿòñÿ íà 6 èëè íà 15?

3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, êîòîðûå íå äå-
ëÿòñÿ íè íà 9, íè íà 10, íè íà 30?

4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, êîòîðûå íå äå-
ëÿòñÿ íè íà 5, íè íà 7, íè íà 11?

5. Íà êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíî ïî 9 òî÷åê, ðàçáè-
âàþùèõ å¼ íà 10 ðàâíûõ ÷àñòåé. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå òðåóãîëüíèêè
ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ (ïî îäíîé íà êàæäîé ñòîðîíå). Ñêîëüêî
ñðåäè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ òàêèõ, ó êîòîðûõ íè îäíà èç ñòîðîí íå ïàðàë-
ëåëüíà ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC?

6. Âî ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, âõîäèò öèô-
ðà 9? Âî ñêîëüêî ÷èñåë îíà âõîäèò äâàæäû?

7. Âî ñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî 1000 âõîäèò öèôðà 0? Âî ñêîëüêî
÷èñåë îíà âõîäèò äâàæäû?

8. Âî ñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî 1000 âõîäèò öèôðà 8? Âî ñêîëüêî
÷èñåë îíà âõîäèò äâàæäû?

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 9-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ÷¼òíà?
10. Ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî 1000 íå äåëÿòñÿ íè íà 2, íè íà 3, íè íà 5, íè

íà 7?
11. �Ðàííèì óòðîì óëûáàþùèéñÿ Èãîðü ì÷àëñÿ áîñèêîì íà ðûáàëêó�.

Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îñìûñëåííûõ ïðåäëîæåíèé ìîæíî ñîñòàâèòü, èñïîëü-
çóÿ ÷àñòü ñëîâ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ, íî íå èçìåíÿÿ ïîðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ?
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12. �×åòûðå óñòàëûõ ìîë÷àëèâûõ ïóòíèêà äîëãî ïåðåæèäàëè âíåçàï-
íî ðàçðàçèâøóþñÿ ãðîçó�. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ îñìûñëåííûõ ïðåäëîæåíèé
ìîæíî ñîñòàâèòü, èñïîëüçóÿ ÷àñòü ñëîâ ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ, íî íå èçìåíÿÿ
ïîðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ?

13. �Ðàííèì óòðîì óëûáàþùèéñÿ Èãîðü ì÷àëñÿ áîñèêîì íà ðûáàëêó�.
Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ áóäåì âû÷åðêèâàòü îäíî çà äðóãèì ñëîâà òàê, ÷òîáû
âñÿêèé ðàç ïîëó÷àëîñü îñìûñëåííîå ïðåäëîæåíèå. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ
ìîæíî ïðèéòè ê ïðåäëîæåíèþ, èç êîòîðîãî óæå íåëüçÿ âû÷åðêíóòü íè
îäíîãî ñëîâà?

14. �×åòûðå óñòàëûõ ìîë÷àëèâûõ ïóòíèêà äîëãî ïåðåæèäàëè âíåçàïíî
ðàçðàçèâøóþñÿ ãðîçó�. Èç ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ áóäåì âû÷åðêèâàòü îäíî çà
äðóãèì ñëîâà òàê, ÷òîáû âñÿêèé ðàç ïîëó÷àëîñü îñìûñëåííîå ïðåäëîæå-
íèå. Êàêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ìîæíî ïðèéòè ê ïðåäëîæåíèþ, èç êîòîðîãî
óæå íåëüçÿ âû÷åðêíóòü íè îäíîãî ñëîâà?

15. Ñêîëüêî ñðåäè êèëîìåòðîâûõ ñòîëáîâ 0|999, 1|998, 2|997, . . . , 999|0
òàêèõ, ÷òî íà íèõ ëèøü äâå ðàçëè÷íûå öèôðû?

16. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 106 â âèäå ïðîèç-
âåäåíèÿ òð¼õ íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëåé, åñëè ðàçëîæåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ
ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè?

17. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòðîèòü â îäíó øåðåíãó 22 èãðî-
êà äâóõ ôóòáîëüíûõ êîìàíä òàê, ÷òîáû ïðè ýòîì äâà ôóòáîëèñòà îäíîé
êîìàíäû íå ñòîÿëè ðÿäîì?

18. Íà êàæäîé ñòîðîíå òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíî ïî 7 òî÷åê, ðàçáè-
âàþùèõ å¼ íà 8 ðàâíûõ ÷àñòåé. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå òðåóãîëüíèêè ñ
âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ (ïî îäíîé íà êàæäîé ñòîðîíå). Ñêîëüêî
ñðåäè ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ òàêèõ, ó êîòîðûõ íè îäíà èç ñòîðîí íå ïàðàë-
ëåëüíà ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC?

19. Ëèôò, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ 9 ïàññàæèðîâ, ìîæåò îñòàíàâëèâàòüñÿ
íà 10 ýòàæàõ. Ïàññàæèðû âûõîäÿò ãðóïïàìè â 2, 3 è 4 ÷åëîâåêà. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè?

20. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 8-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ íå÷¼ò-
íà?

21. Ñêîëüêî åñòü 5-çíà÷íûõ ÷èñåë, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ åñòü
îäèíàêîâûå öèôðû?

22. Ñêîëüêî åñòü ÷¼òíûõ 5-çíà÷íûõ ÷èñåë, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòî-
ðûõ íåò îäèíàêîâûõ öèôð?

23. Ñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë îò 0 äî 1 000 000 ñîäåðæàò êàæäóþ èç öèôð
1, 2, 3? Ñêîëüêî ÷èñåë ñîñòîèò òîëüêî èç ýòèõ öèôð?
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24. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñàäèòü çà êðóãëûì ñòîëîì 7 ìóæ-
÷èí è 7 æåíùèí òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâå æåíùèíû íå ñèäåëè ðÿäîì?

25. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 7-çíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ ÷¼òíà?
26. Ñêîëüêî åñòü íå÷¼òíûõ 5-çíà÷íûõ ÷èñåë, â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êî-

òîðûõ íåò îäèíàêîâûõ öèôð?
27. Ñêîëüêî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë íå äåëÿòñÿ íè íà 2, íè íà 3, íè íà 5,

íè íà 7?
28. Ñêîëüêî ÷èñåë îò 1 äî 10000 íå äåëÿòñÿ íè íà 2, íè íà 3, íè íà 5,

íè íà 7?
29. Ñêîëüêî 4-çíà÷íûõ ÷èñåë íå äåëÿòñÿ íè íà 2, íè íà 3, íè íà 5, íè

íà 7?
30. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷èñëî 105 â âèäå ïðîèç-

âåäåíèÿ òð¼õ íàòóðàëüíûõ ìíîæèòåëåé, åñëè ðàçëîæåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ
ïîðÿäêîì ìíîæèòåëåé, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè?

31. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 19 ïðåäìåòîâ ìîæíî âûáðàòü íå÷¼òíîå
÷èñëî ïðåäìåòîâ?

32. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 20 ïðåäìåòîâ ìîæíî âûáðàòü íå÷¼òíîå
÷èñëî ïðåäìåòîâ?
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Çàäà÷à 5
Â ãðàôå (ñì. ðèñ. 1à äëÿ âàðèàíòîâ 1�16 è ðèñ. 1á äëÿ âàðèàíòîâ 17�32)
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ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ïðèìà íàéòè ñòÿãèâàþùåå äåðåâî ìèíèìàëüíîãî
âåñà (â òàáëèöå óêàçàíû âåñà íåêîòîðûõ äóã).

âàðèàíò a b c d

1 1 2 1 2
2 1 4 7 2
3 1 6 1 7
4 2 5 1 2
5 2 3 1 2
6 4 5 8 9
7 6 7 1 8
8 5 7 1 2
9 1 2 8 2
10 1 4 8 2
11 1 6 1 8
12 2 5 1 2
13 2 3 1 9
14 4 5 9 2
15 6 7 8 9
16 5 7 8 9

âàðèàíò a b c d

17 4 2 2 1
18 1 4 6 4
19 1 6 9 7
20 2 5 9 7
21 2 3 9 4
22 4 5 9 4
23 6 7 9 1
24 5 7 9 1
25 1 2 7 9
26 1 4 7 9
27 1 6 7 4
28 2 5 7 4
29 2 3 7 1
30 4 5 7 1
31 6 7 4 9
32 5 7 4 9
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Çàäà÷à 6
Â ãðàôå (ñì. ðèñ. 2à äëÿ âàðèàíòîâ 1�16 è ðèñ. 2á äëÿ âàðèàíòîâ 17�32)
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ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû íàéòè êðàò÷àéøèé ïóòü îò i-é âåðøèíû
äî âñåõ îñòàëüíûõ (â òàáëèöå óêàçàíû íîìåð i è âåñà íåêîòîðûõ äóã).

âàðèàíò i a b c d

1 1 1 2 3 4
2 2 7 2 3 4
3 3 1 7 3 4
4 6 1 2 7 4
5 8 1 2 3 7
6 1 8 9 3 4
7 2 1 8 9 4
8 3 1 2 8 9
9 6 8 2 9 4
10 8 8 2 3 9
11 1 1 8 3 9
12 2 1 2 8 9
13 3 1 9 7 8
14 6 9 2 9 8
15 8 8 9 3 8
16 1 8 9 9 2

âàðèàíò i a b c d

17 2 4 2 2 1
18 3 6 4 2 1
19 6 9 7 4 1
20 1 9 7 1 4
21 1 9 4 7 1
22 2 9 4 1 7
23 3 9 1 4 7
24 6 9 1 7 4
25 1 7 9 1 4
26 1 7 9 4 1
27 2 7 4 1 9
28 3 7 4 9 1
29 6 7 1 9 4
30 1 7 1 4 9
31 1 4 9 7 1
32 2 4 9 1 7
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Çàäà÷à 7
Ïóñòü ïðîåêò îïèñûâàþòñÿ âçâåøåííûì ãðàôîì (ñì. ðèñ. 3à äëÿ âàðè-

àíòîâ 1�16 è ðèñ. 3á äëÿ âàðèàíòîâ 17�32), ãäå äóãè ñîîòâåòñòâóþò îïåðà-
öèÿì (ýòàïàì) ïðîåêòà, à âåñ äóãè îáîçíà÷àåò âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îïåðàöèè.
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Íàéòè íàèìåíüøåå âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà, êðèòè÷åñêèå ïóòè è ðåçåðâ
âðåìåíè äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè vi → vj (â òàáëèöå óêàçàíû íîìåðà i è
j è âåñà íåêîòîðûõ äóã).

âàðèàíò i j a b c d

1 1 2 4 2 2 1
2 1 4 6 4 2 1
3 1 6 9 7 4 1
4 2 5 9 7 1 4
5 2 3 9 4 7 1
6 4 5 9 4 1 7
7 6 7 9 1 4 7
8 5 7 9 1 7 4
9 1 2 7 9 1 4
10 1 4 7 9 4 1
11 1 6 7 4 1 9
12 2 5 7 4 9 1
13 2 3 7 1 9 4
14 4 5 7 1 4 9
15 6 7 4 9 7 1
16 5 7 4 9 1 7

âàðèàíò i j a b c d

17 1 2 1 2 3 4
18 1 6 7 2 3 4
19 1 3 1 7 3 4
20 2 5 1 2 7 4
21 2 3 1 2 3 7
22 5 4 8 9 3 4
23 6 7 1 8 9 4
24 5 7 1 2 8 9
25 1 2 8 2 9 4
26 1 6 8 2 3 9
27 1 3 1 8 3 9
28 2 5 1 2 8 9
29 2 3 1 9 7 8
30 5 4 9 2 9 8
31 6 7 8 9 3 8
32 5 7 8 9 9 2
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Çàäà÷à 8
Íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïîòîê è ìèíèìàëüíûé ðàçðåç â òðàíñïîðòíîé

ñåòè (ñì. ðèñ. 4à äëÿ âàðèàíòîâ 1�16 è ðèñ. 4á äëÿ âàðèàíòîâ 17�32). ×èñëî
ðÿäîì ñ äóãîé åñòü å¼ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü.
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Â òàáëèöå óêàçàíû ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè íåêîòîðûõ äóã.

âàðèàíò a b c d

1 4 2 2 1
2 1 4 6 4
3 1 6 9 7
4 2 5 9 7
5 2 3 9 4
6 4 5 9 4
7 6 7 9 1
8 5 7 9 1
9 1 2 7 9
10 1 4 7 9
11 1 6 7 4
12 2 5 7 4
13 2 3 7 1
14 4 5 7 1
15 6 7 4 9
16 5 7 4 9

âàðèàíò a b c d

17 1 2 1 2
18 1 4 7 2
19 1 6 1 7
20 2 5 1 2
21 2 3 1 2
22 4 5 8 9
23 6 7 1 8
24 5 7 1 2
25 1 2 8 2
26 1 4 8 2
27 1 6 1 8
28 2 5 1 2
29 2 3 1 9
30 4 5 9 2
31 6 7 8 9
32 5 7 8 9
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http://www.math.niu.edu/�rusin/known-math/index/05CXX.html

11. Ìàòåìàòè÷åñêèé àòëàñ. Êîìáèíàòîðèêà
http://www.math.niu.edu/�rusin/known-math/index/05-XX.html

12. Ìàòåðèàëû êóðñà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè íà ýêîíîìè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå ÌÃÓ (àâòîð ×åðíÿê Â.È.)
http://crow.academy.ru/dm/

http://www.math.niu.edu/~rusin/known-math/index/05CXX.html
http://www.math.niu.edu/~rusin/known-math/index/05-XX.html
http://crow.academy.ru/dm/


Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü

Àëãîðèòì Äåéêñòðû 64
Àëãîðèòì Êðàñêàëà 58
Àëãîðèòì Ïðèìà 59
Àëãîðèòì Ôë¼ðè 51
Àëãîðèòì Ôëîéäà 67
Àëãîðèòì Ôîðäà � Ôàëêåðñîíà 72
Áèíîì Íüþòîíà 20
Ãðàô 36
Ãðàô Ïåòåðñåíà 40
Äâóäîëüíûé ãðàô 41
Äèàìåòð ãðàôà 46
Äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ãðàôîâ

41
Çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà 48
Çàäà÷à î êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ 51
Çàäà÷à î ðàññåÿííîé ñåêðåòàðøå 27
Çàäà÷à Ýéëåðà î êîíå 48
Çâ¼çäíûé ãðàô 41
Èçîìîðôèçì ãðàôîâ 38, 62
Èñòî÷íèê 62
Êîä Ïðþôåðà 56
Êðàòíûå ð¼áðà 37
Êóáè÷åñêèé ãðàô 40
Ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ 38
Ìàðøðóò â ãðàôå 42
Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà 39
Ìèíèìàëüíûé ðàçðåç â ñåòè 75
Ìîñò 43
Ìóëüòèìíîæåñòâî 37
Îáúåäèíåíèå ãðàôîâ 41
Îðãðàô 62
Ïåòëÿ 37

Ïëàòîíîâû ãðàôû 41
Ïîäãðàô ãðàôà 38
Ïîëíûé ãðàô 40
Ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô 41
Ïîëóñòåïåíü èñõîäà 62
Ïîëóñòåïåíü çàõîäà 62
Ïîðÿäîê ãðàôà 39
Ïðîñòîé ãðàô 36
Ïóòü â îðãðàôå 63
Ðàäèóñ ãðàôà 46
Ðàçðåç 43
Ðåçåðâ âðåìåíè 70
Ð¼áåðíûé ãðàô 40
Ñòåïåíü âåðøèíû ãðàôà 38
Ñòîê 62
Öåíòð ãðàôà 46
Öåïü 43
Ýêñöåíòðèñèòåò âåðøèíû 46
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